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伴 者 序 


数理 逻辑 作为 基础 数学 的 一 个 重要 分 支 , 在 计算 机 科学 中 起 着 葛 基 作用 , 在 模糊 数学 和 
人 工 智能 等 方面 也 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 有 关 它 的 教材 和 参考 书 有 许多 , 我 们 选择 Herbert B. 
Enderton 教授 编写 的 这 本 数理 逻辑 教材 是 因为 该 书 以 可 读 性 强 而 著称 ,在 美国 大 学 中 采用 
率 很 高 , 是 数理 逻辑 方面 的 经 典 教材 之 一 . 同时 , 在 第 2 版 的 修订 中 , 作者 增加 了 模型 论 和 
递归 论 的 一 些 基础 知识 ,其 中 有 限 模 型 、 解 析 算法 、 有 限 计算 和 可 判定 性 等 内 容 都 与 计算 机 
科学 密切 相关 , 这 些 内 容 是 目前 多 数 数理 逻辑 教材 所 没有 的 . 而 这 些 知识 , 无 论 对 于 计算 机 
“专业 还 是 基础 数学 专业 的 学 生来 说 都 是 很 重要 的 . 通过 对 这 些 内 容 的 学 习 , 学 生 能 够 加 深 对 
数理 逻辑 的 了 解 , 更 多 地 接触 数理 逻辑 在 可 计算 性 理论 中 的 一 些 前 沿 应 用 . 

本 书 除 了 内 容 上 的 改进 之 外 , 与 传统 教材 相 比 , 在 编排 方面 也 很 有 特点 . 章节 组 织 灵 活 ， 
各 章节 内 容 相对 独立 . 读者 会 发 现 , 不 少 章节 的 脚注 中 都 有 选 学 提示 , 可 以 根据 个 人 需要 选 
择 适当 的 部 分 学 习 ， 而 不 会 影响 内 容 的 连贯 性 ， 同 时 学 有 余力 的 读者 也 可 进一步 扩展 知识 
面 . 


本 书 注重 数理 逻辑 与 其 他 数学 分 支 的 联系 , 引进 了 非 标 准 分 析 、 抽象 代数 和 数论 中 的 一 
些 知 识 和 例子 , 但 这 些 内 容 的 叙述 并 不 星 涩 难 懂 . 作者 用 清晰 形象 的 语言 阐述 它们 , 大 量 独 
具 匠 心 的 解释 使 枯燥 的 定义 、 定 理 变 得 容易 理解 和 接受 . 既 使 熟悉 数学 的 学 生 感 受到 数理 逻 
辑 与 数学 其 他 分 支 的 紧密 联系 , 又 使 不 熟悉 数学 的 学 生 对 这 些 内 容 有 直观 的 认识 . 

作者 充分 了 解 学 生 学 习 的 难点 和 易 犯 的 错误 , 增加 了 不 少 示 例 和 解释 . 用 适当 的 示例 结 
合 一 针 见 血 的 解释 以 及 形象 易 懂 的 图 形 和 图 表 , 以 不 多 的 文字 点 出 问题 的 关键 所 在 . 

基于 上 述 特点 ,本 教材 适合 于 数学 、 哲 学 、 计算 机 科学 以 及 其 他 学 科 需 要 学 习 数 理 逻 辑 
的 本 科 生 和 研究 生 ， 同 时 对 于 以 数理 逻辑 为 工具 从 事 研 究 工 作 的 科研 工作 者 也 是 一 本 很 好 
的 参考 书 . 我 们 相信 , 第 2 版 中 译本 的 出 现 能 够 让 更 多 的 师 生 在 愉快 的 教 与 学 中 得 到 逻辑 严 
并 美的 享受 . 

由 于 数理 逻辑 主要 研究 形式 语言 , 这 种 语言 不 同 于 我 们 平常 使 用 的 汉语 、 英 语 等 自然 语 
言 . 在 翻译 的 过 程 中 ,为 了 行文 的 连贯 , 我 们 将 “英语 中 的 …… ” 译 成 “汉语 中 的 ……”. 一 
部 分 术语 翻译 成 数理 逻辑 中 常用 的 名 词 ,， 除 个 别 词 之 外 , 尽 可 能 与 数学 、 计 算 机 科学 中 的 名 
词 一 致 

本 书 由 北京 师范 大 学 信息 科学 学 院 、 哲 学 与 社会 学 学 院 和 经 济 学 院 的 三 位 教师 合作 翻 
译 而 成 . 由 于 译 者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 有 朴 漏 和 不 妥 之 处 ， 敬 请 广大 师 生 、 同 行 和 专家 批评 
指正 ! 
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本 书 与 第 1 版 一 样 介绍 了 逻辑 学 中 的 基本 概念 和 结果 ， 主 要 包括 证 明 、 真 值 和 可 计算 
性 . 与 第 1 版 相同 , 本 书 主要 针对 有 一 定数 学 背景 知识 并 且 对 数理 逻辑 感 兴趣 的 读者 . 在 这 
次 修订 中 , 我 们 做 了 许多 “局 部 ”改动 , 但 关系 到 整 本 书 的 改动 共有 以 下 三 处 。 

第 一 , 我 们 力争 使 书 中 的 内 容 容易 为 学 生 所 接受 . 在 主要 的 改动 中 , 我 们 不 再 把 一 些 想 
法 和 知识 认为 是 显然 的 ， 以 免 数学 基础 较 薄弱 的 学 生 无 法 看 懂 . 

第 二 ,本 书 的 结构 更 加 灵活 ， 以 便于 教师 作为 教材 . 许多 章节 的 开始 部 分 都 有 脚注 ,为 
教师 和 读者 的 教学 和 学 习 提 供 可 选择 的 方式 ， 

第 三 , 近年 来 , 理论 计算 机 科学 对 逻辑 学 产生 了 一 定 的 影响 . 在 这 次 修订 中 , 我 们 也 突 
出 了 一 些 这 样 的 影响 : 把 可 计算 性 问题 作为 重点 内 容 之 一 , 将 有 限 模型 的 一 些 内 容 归 入 这 一 
部 分 . 

本 书 可 以 作为 大 学 本 科 中 、 高 年 级 学 生 学 习 数 理 逻 辑 课程 的 入 门 教材 , 它 涉 及 逻辑 学 中 
的 一 些 重 要 概念 和 定理 ， 并 前 述 了 它们 的 重要 性 以 及 与 数学 其 他 一 些 分 支 的 联系 ， 

作为 教材 , 本 书 适合 用 半 个 学 期 到 一 学 年 的 课时 来 讲授 . 半 个 学 期 一 般 能 讲 到 一 阶 理论 
的 模型 (2.6 节 ). 一 个 学 期 的 话 , 富裕 的 时 间 , 可 以 讲 3.0 节 的 不 可 判定 性 , 如 果 第 二 学 期 还 
有 课程 安排 , 那么 就 有 时 间 讲 授 第 3 章 的 内 容 (关于 不 可 判定 性 ). 

本 书 适 合 没有 学 过 逻辑 学 但 有 数学 推理 经 验 的 读者 阅读 . 当然 , 我 们 希望 读者 还 有 一 定 
程度 的 抽象 能 力 . 在 学 习 过 程 中 , 不 可 避免 地 要 用 到 集合 论 的 知识 . 第 0 章 对 要 用 到 的 集合 
论 知 识 做 了 简明 概括 . 读者 可 以 先 略 过 这 一 章 ， 有 需要 时 再 回 过 来 参考 这 些 知 识 . 教师 在 授 
课时 可 以 适当 掌握 集合 论 知识 的 使 有用， 比如， 基数 可 以 完全 不 讲 (如 果 这 样 ， 一 些 定理 也 不 
用 讲 ). 本 书包 括 一 些 抽象 代数 中 的 例子 ,但 它们 只 是 例子 ， 并 不 说 明 本 质问 题 . 总 体 来 说 ， 
第 3 章 和 第 4 章 对 读者 能 力 的 要 求 要 比 前 两 章 高 . 

在 1.4 节 中 , 对 归纳 和 递归 给 出 了 更 加 深入 的 一 些 讨论 ,我 们 更 愿意 在 课堂 上 只 对 这 些 
问题 给 出 非 形式 化 的 解释 而 在 书 中 给 出 严格 描述 . 

在 每 一 节 的 末尾 几乎 都 有 习题 . 如 果 习 题 的 题 号 是 黑体 的 , 则 说 明 这 道 习题 的 结果 在 前 
面 的 正文 中 讲评 过 . 通常 较 难 的 习题 都 标 有 星 号 . 

我 诚挚 地 感谢 我 折 有 的 老师 、 同事 和 学 生 . 同时 , 我 非常 乐意 接受 任何 来 自 读者 的 意见 
和 建议 . 本 书 的 配套 网 址 是 http://www.math.ucla.edu/~hbe/amil. 


i 
5| 言 
符号 逻辑 是 演绎 推理 的 数学 模型 应 该 说 至 少 初期 确实 如 此 , 但 与 其 他 数学 分 支 一 样 ， 
它 的 发 展 已 经 大 大 超出 了 最 初 的 环境 . 符号 逻辑 是 一 种 模型 , 很 大 程度 上 就 像 现 代 概 率 论 是 
可 能 性 和 不 确定 性 的 一 种 模型 一 样 . 
那么 , 这 些 模型 是 怎样 建立 起 来 的 呢 ? 我 们 可 以 用 建立 现实 生活 中 的 具体 对 象 的 模型 来 
解释 ， 比 如 为 一 架 飞 机 建 模 ,那么 我 们 选 出 建 模 的 原 对 象 要 在 模型 中 体现 的 一 些 特征 ， 如 飞 
机 的 形状 , 而 忽略 其 他 的 特征 ， 如 飞机 的 大 小 等 . 接 下 来 , 我 们 可 以 构建 一 个 模型 ， 这 个 模 
型 在 某 些 方面 (本 质 上 的 ) 和 原 对 象 很 相像 ， 而 在 其 他 一 些 方面 (不 相关 的 ) 与 原 对 象 不 同 . 
所 建立 的 模型 是 否 符合 我 们 原来 的 要 求 , 在 很 大 程度 上 取决 于 特征 选取 . 
逻辑 要 比 飞 机 更 加 抽象 . 现实 生活 中 的 对 象 都 是 某 种 “逻辑 正确 ”的 推理 . 例如 ， 
所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 
苏 格 拉 底 是 人 . 
所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 
第 3 句 (结论 ) 是 从 前 两 句 (假设 ) 中 推出 的 , 推理 的 正确 性 并 不 依赖 于 苏 格 拉 底 的 特殊 身份 ， 
而 是 取决 于 命题 的 形式 ， 与 “ 死 ” 这 个 经 验 事实 无 关 . 实际 上 ,“ 死 ”是 什么 意思 在 这 里 并 不 
重要 , 重要 的 是 “所 有 的 ”这 个 词 的 含义 ， 
© 是 去， 只 要 它 是 旬 . 
一 个 东西 是 $， 并 且 它 是 @. 
那么 它 是 支 . 
尽管 我 们 不 知道 支 、@ 是 什么 , 但 我 们 同样 知道 第 3 个 命题 可 以 从 前 两 个 命题 中 推出 . 
人 逻辑 正确 的 推理 要 比 上 面 介绍 的 例子 有 趣 得 多 . 实际 上 , 公理 化 的 数学 就 完全 是 由 这 样 
的 推理 组 成 的 . 数学 家 实际 给 出 的 推理 , 被 反映 在 我 们 的 模型 中 . 
这 些 推理 的 逻辑 正确 性 源 于 它们 的 形式 , 而 与 它们 的 内 容 无 关 . 这 种 论断 是 模糊 的 ， 而 
正 是 这 种 模糊 性 促使 我 们 转 而 研究 推理 的 数学 模型 . 我 们 的 主要 目标 是 , 在 模型 中 , 给 出 这 
一 论断 的 准确 的 描述 . 我 们 最 关心 的 与 模型 有 关 的 问题 有 : 
(1) 什么 叫 作 一 个 命题 能 够 从 其 他 命题 “逻辑 推出 >? 
(2) 如 果 一 个 命题 的 确 能 够 从 其 他 命题 逻辑 推出 , 应 该 采取 什么 样 的 方法 来 证 明 这 个 事 
实 ? 
(3) 在 公理 系统 中 (比如 自然 数 的 公理 系统 中 ), 可 以 证 明 的 命题 和 在 自然 数 中 正确 的 命 
题 是 否 相 同 ? 
(4) 逻辑 和 可 计算 性 之 间 有 什么 联系 ? 
实际 上 , 我 们 将 涉及 两 种 模型 . 第 一 种 是 命题 逻辑 , 它 虽 然 很 简单 却 不 适用 于 一 些 有 趣 
的 推理 . 它 的 局 限 性 使 得 它 只 能 表达 现实 推理 的 一 些 梗概 . 第 二 种 模型 是 一 阶 逻辑 , 它 适 用 
于 数学 中 直到 的 推理 . 当 一 个 数学 家 断定 某 个 特殊 的 命题 可 以 从 集合 论 的 公理 中 推出 时 , 他 
是 指 这 个 推理 可 以 转换 到 我 们 的 模型 中 . 


2 引 言 


本 书 内 容 的 选择 更 侧重 于 与 数学 联系 紧密 的 内 容 , 而 不 包括 多 值 逻辑 、 模 态 逻 辑 和 直觉 
逻辑 等 . 这 几 种 逻辑 表现 了 现实 推理 的 另 一 些 不 同 的 性 质 . 

到 现在 为 止 , 我 们 对 将 要 研究 的 模型 ， 比 如 一 阶 逻辑 ， 并 没有 谈论 太 多 . 作为 简单 的 提 
示 , 下 面 我 们 简要 地 给 出 一 些 例子 , 看 一 看 这 种 形式 语言 的 表达 能 力 . 第 一 个 例子 是 集合 论 
中 的 外 延 公理 “如 果 第 一 类 对 象 中 的 元 素 和 第 二 类 对 象 中 的 元 素 相 同 ， 那么 这 两 类 对 象 相 
同 . ”我 们 可 以 把 它 写 成 一 阶 语 言 


Vrvy(Vz(z ET EY 2 T= Y). 


第 二 个 例子 对 于 学 过 微 积 分 的 同学 来 说 是 很 熟悉 的 . “对 于 所 有 正 数 e， 存在 一 个 正 数 
6 使 得 对 于 任何 与 a 的 差 小 于 6 的 数 z, f(z) 与 5 的 差 小 于 e. ”可 以 写成 


Vele > 0 — 36(6 > OAVz(dra < 5 一 djfzp < e))). 


这 两 个 例子 可 以 大 体 表明 本 书 要 研究 的 内 容 . 我 们 还 需 声 明 : 有 些 内 容 我 们 并 不 打算 
讨论 , 以 免 产 生 误 解 . 本 书 并 不 打算 教 读者 如 何 去 思 考 “ 逻 辑 ” 这 个 词 有 时 指 思考 训练 , 但 
在 这 里 并 不 是 这 个 意思 . 读者 已 经 知道 如 何 思考 . 我 们 的 书 给 出 的 是 一 些 值得 思考 的 有 趣 
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集合 基础 


本 书 假定 读者 熟悉 集合 论 的 基础 知识 . 即便 如 此 , 在 这 里 我 们 还 是 要 对 即将 用 到 的 集合 
论 的 基础 知识 作 一 个 简要 的 论述 , 至 少 要 说 明 一 些 记 号 的 用 法 . 建议 读者 不 要 一 开始 就 仔细 
阅读 这 部 分 内 容 , 而 只 需要 在 今后 的 章节 中 ,过 到 不 熟悉 的 集合 论 知 识 时 参考 一 下 就 行 了 . 
作者 向 大 家 推荐 自己 所 著 的 《集合 论 基 础 冰 作为 集合 论 方面 的 参考 书 (参看 本 书 最 后 的 参考 
文献 ). 

首先 介绍 一 些 对 术语 的 说 明 . 贯穿 全 书 ， 我 们 使 用 了 数学 中 标准 的 缩写 . “ 国 ” 用 于 表 
示 一 个 证 明 的 结束 ; “如 果 ……， 那么 …… ”类 型 的 命题 有 时 候 会 缩写 为 “……. 芒 ……”; 道 
蕴涵 则 对 应 使 用 “…… 千 ……”(“ 蕴 涵 ” 一 词 在 数学 中 有 特定 含义 ); “ 当 且 仅 当 ”缩写 为 
“ 进 ”( 这 已 经 成 为 数学 语言 的 组 成 部 分 ) 或 符号 “ 今 ” ; “因此 ”缩写 为 “…”. 

“zy” 是 “z=y” 的 否定 ,“z 4 y” 是 “xz € y” 的 否定 , 类 似 这 样 的 符号 记 法 可 以 推广 
到 其 他 情形 ， 比如, 1.2 节 中 定义 了 “2 F 7”, 那么 就 用 “ 吕 疾 7” 表示 其 否定 . 

集合 (set) 是 指 一 些 对 象 的 全 体 , 这 些 对 象 称 为 集合 的 元 素 或 成 员 . 通常 , “it e 4” 表示 
是 4 的 元 素 ,“t 4 4? 表示 上 不 是 4 的 元 素 .“z = y” 表 示 x 和 yy 是 同一 个 元 素 , 也 就 是 说 符号 
2 和 yy 是 同一 个 元 素 的 不 同名 字 . 如 果 4 = B, 那么 对 于 任 一 元 素 t, 都 有 “te A 进 te B”， 
这 是 因为 4 和 B 是 相同 的 . 反之 , 我 们 考虑 其 外 延 : 如 果 4 和 BB 是 两 个 集合 , 且 对 于 任意 
的 元 素 t 都 有 

ted 进 te 万， 


那么 就 有 4 = B. 这 反映 了 集合 的 基本 思想 : 集合 是 由 其 元 素 所 确定 的 . 

在 集合 中 加 入 新 元 素 是 非常 有 用 的 操作 . 对 于 集合 4，A; 上 表示 一 个 新 的 集合 ， 其 元 素 
包括 (4 的 元 素 和 ( i) 元 素 t( 可 能 是 新 的 ), 这 里 的 t 可 能 属于 也 可 能 不 属于 4. 使 用 后 面 
定义 的 符号 , 这 个 过 程 可 以 表示 为 

A;t = 二 AU{ 相 
”并 且 
teAd ij 在 A;t= 4. 

空 集 g 是 一 个 特殊 的 集合 ， 它 不 包含 任何 元 素 . 除 此 以 外 的 其 他 集合 都 称 为 非 空 的 . 
对 于 任意 的 对 象 >, 存在 单元 素 集合 {z}, 其 唯一 的 元 素 就 是 z. 更 一 般 地 , 对 于 任意 有 限 个 
元 素 x1,7x2,… , zn， 都 存在 集合 {xz1, 72,… ,zn}， 此 集合 中 的 元 素 恰好 就 是 这 几 个 元 素 . 注 
意 {fz,yj = {y,z},， 这 是 因为 两 个 集合 恰好 含有 相同 的 元 素 ， 只 不 过 是 用 不 同 的 形式 表示 同 
一 个 集合 . 如 果 一 定 要 考虑 元 素 的 顺序 , 那么 可 以 使 用 有 序 对 来 表示 ( 稍 后 讨论 )， 
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集合 的 这 种 记 法 可 以 推广 到 某 些 简单 的 具有 无 限 个 元 素 的 情形 . 比如 , {0, 1,2,… } 是 自 
然 数 集 N, {: “…,—2,—1,0,1,2,- …} 是 整数 集 ZZ. 
记 法 “{zl_z_}” 用 于 表示 一 个 集合 ， 其 元 素 x 满足 某 种 性 质 _z_ ， 比 如 ，{(m,n)| 
m < n,m,n E N} 表示 第 1 个 数 比 第 2 个 数 小 的 自然 数 的 所 有 有 序 对 的 集合 . {xz se 4|_z_} 
就 表示 4 中 所 有 满足 性 质 _z_ 的 元 素 的 集合 . 
如 果 集 合 4 的 所 有 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 我 们 称 4 是 B 的 子 集 , 记 作 “4 C B”. 注 
意 , 任何 集合 都 是 其 自身 的 子 集 ， 空 集 G 是 每 个 集合 的 子 集 . (“S S 4” 是 “毋庸 置疑 的 ”， 
因为 要 证 明 S 中 的 每 个 元 素 都 属于 4 不 需要 做 任何 事 , 或 者 从 另外 一 个 角度 考虑 , 仅 当 4 
的 某 个 元 素 不 属于 B 时 4 Cc B 才 不 成 立 , 如 果 4 = &, 这 是 不 可 能 的 . ) 我 们 可 以 从 集合 4 
得 到 一 个 新 的 集合 一 一 4 的 畸 集 (power set)PA， 其 元 素 是 4 的 所 有 子 集 . 这 样 ， 
PA= {zlz < A}. 
例如 ， 
Pg = {8}, 
P{2} = {2,{2}}. 
A 与 B 的 并 集 4UB 是 属于 4 或 属于 B 的 元 素 的 集合 .比如 ,4;t = 4U {. 类 似 
地 , 4 与 BB 的 交集 4mB 是 所 有 4 与 B 共有 的 元 素 的 集合 . 集合 4 与 B 不 相交 (disjoint)， 
当 且 仅 当 二 者 的 交集 为 空 集 ( 即 二 者 没有 公共 元 素 ). 一 组 集合 称 为 是 两 两 不 相交 的 (pairwise 
disjoint)， 当 且 仅 当 其 中 任意 两 个 集合 都 不 相交 、. 
更 一 般 地 , 考虑 集合 4, 其 中 的 元 素 也 是 集合 . 并 集 U4 可 以 通过 将 4 中 所 有 元 素 放 入 
一 个 集合 来 获得 : 
UA = {z| z 属 于 4 的 某 个 元 素 }. 
类 似 地 , 对 于 非 空 集合 4， 
门 4 = {zx| z 属 于 4 的 所 有 元 素 }. 
比如 ， 如 果 A= {{0, 1， 5}, {1, 6}, {1, 5}}, 那么 
UA = {0, 1, 5,6}, 
M4 = {1}. 
下 面 是 另外 的 两 个 例子 : 
AUB= U{4,B} ， 
UP4= 4. 
如 果 对 每 个 自然 数 n, 都 有 一 个 集合 hn 与 之 对 应 , 那么 这 些 集合 的 并 集 {Anjn e N} 通常 
记 作 “UN An” 或 者 “(jj;, An” ， 
元 素 z 与 y 的 有 序 对 (z,y) 定义 如 下 : 
(TW) =(u,v0) z=uBy=v. 
所 有 具有 上 述 性 质 的 定义 都 可 以 作为 有 序 对 的 定义 , 其 中 , 一 个 标准 的 定义 是 


《7， y) = {{z}, {z, y}}. 
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有 序 三 元 组 可 以 定义 为 
(7,Y, 2) = ((7, 9), 2). 
更 一 般 地 , 对 于 n > 1 可 以 如 下 递 妇 地 定义 n 元 组 : 


(T1, Zn+1) 一 《(C1 ,Tn), Tnt1)- 


为 方便 起 见 ， 对 mm = 1 的 情形 ， 我们 定义 (z) = z; 这 样 上 式 对 于 n=1 也 是 成 立 的 . 我 
们 称 5 是 4 中 元 素 的 有 限 序列 (finite sequence)( 或 有 限 囊 (string)) 当 且 仅 当 对 某 个 正 整 数 
n, 5 = (zi ,Zn)， 其 中 每 个 zi 4. (有 限 序列 常常 被 定义 为 某 个 特定 的 有 限 函 数 ,但 是 
这 里 的 定义 更 方便 我 们 今后 的 使 用 . ) 

有 限 序列 5S = (zx1,… ,zn) 的 子 段 (segment) 是 指 一 个 有 限 序列 (zk zk ,Tm-1)*…， 
zm),1 < 上 m < n, 这 个 子 段 是 初始 段 当 且 仅 当 =1, 一 个 子 段 是 真子 段 (proper) 当 且 仅 
当 该 子 段 与 9 不 同 . 

如 果 (7z1,… ,Xn) = (加 ,yn)， 那 么 容易 证 明 zi 二 yi,1<ign. (对 nn 使 用 归纳 法 进行 
证 明 , 证 明 的 基本 思想 是 用 有 序 对 的 概念 . ) 但 是 , 如 果 (Z1,… ,zm)==(Y1,… ,yn) , 那么 通 
常 不 一 定 会 得 到 m = n. 因为 每 个 有 序 三 元 组 也 是 一 个 有 序 对 . 不 过 , 我 们 断言 ， 只 有 当 某 
个 zi 本 身 是 yj 的 一 个 有 限 序列 或 者 某 个 y; 是 的 有 限 序 列 时 , m 和 mn 才 不 相等 . 或 者 : 


引 理 0A 如 果 (Z1 ,Tm) 一 《1 Ym) ,Ym+k), 那么 Z1 一 《0 ;Yk+1). 


证 明 对 m 使 用 归纳 法 . 如 果 m=1, 那么 结论 是 显而易见 的 . 
对 于 归纳 步骤 ， 设 (z1,… ,zmzm+l) = (Y1,… ;Ym+k; Ym+1+k)， 那 么 有 序 对 的 第 一 部 
分 应 该 是 相等 的 , 即 (31,… ,zm) = (W1,… ,Ym+k). 使 用 归纳 假设 即 可 证 明 引 理 成 立 ， 图 


例如 , 设 4 是 一 个 集合 ， 它 的 任何 一 个 元 素 都 不 是 由 其 他 元 素 组 成 的 有 限 序列 . 如 果 
(z1 ;Xm) = (人 yn) 且 每 个 元 素 z 和 yj; 都 在 4 中 , 那么 由 上 述 引 理 可 得 m = n, 于 
是 , 也 有 zi = i. 

我 们 可 以 构造 集合 4 与 B 的 黎 卡 儿 积 (Cartesian product) 4 x B, 它 是 所 有 序 对 (z, 从 
的 集合 ， 其 中 zx € 4, y € B. 4" 表示 4 中 元 素 构 成 的 所 有 的 n 元 组 组 成 的 集合 ， 比 
如 , 43 = (4 x4)xAh. 

关系 (relation)R 是 有 序 对 的 集合 . 例如 , 数字 0~3 上 的 大 小 序 关系 是 有 序 对 的 集合 : 


{(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}. 


RR 的 定义 域 (domain) 记 作 dom R, 它 是 指 所 有 满足 (z,y) & RR 的 元 素 zx 的 集合 , 其 中 
y 是 任意 的 ; RR 的 值 域 (range) 记 作 ran R, 它 是 指 所 有 满足 (z,y) E RR 的 元 素 y 的 集合 ,其 
中 z 是 任意 的 . dom RR 与 ran R 的 并 称 为 R 的 域 (field), 记 作 fld RR. 

4 上 的 nn 元 关系 是 4” 的 子 集 . 若 ”> 1, 它 就 是 一 个 关系 ; 不 过 当 n = 1 时, 4 上 的 
一 元 关系 只 是 4 的 一 个 子 集 . 4 上 的 一 个 特殊 的 二 元 关系 是 但 等 关系 {(z,z)| z e 4}. 对 于 
和 上 的 n 元 关系 RR 和 4 的 一 个 子 集 B, R 对 B 的 限制 是 指 交集 RN B". 例如 ， 上 例 中 的 
关系 是 N 上 的 序 关系 对 集合 B = {0,1,2,3} 的 限制 . 

函数 一 个 具有 单 值 性 质 的 关系 正 : 对 于 定义 域 dom FF 中 的 每 一 个 x, 都 有 唯一 的 一 个 
y 满足 (z,y) e 下 . 通常 ,这 个 唯一 的 y 称 为 正在 > 上 的 值 F(z). (这 个 记 法 是 欧 拉 首 先 采 
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用 的 ,遗憾 的 是 ,他 没有 使 用 (z)F 来 表示 函数 的 值 ，(x)F 的 记 法 对 于 复合 函数 的 表示 是 非 
常 有 用 的 : 要 计算 复合 (composition) 函数 feg 在 z 的 值 f(g(z)), 首先 要 计算 9 在 z 的 值 ， 
再 计算 f 在 9(z) 的 值 . ) 

我 们 称 将 4 映射 (map) 到 B 中 , 记 作 


F:A—B, 


意 昧 着 下 是 一 个 函数 , dom = 4, ran FC B. 若 ran F = B, 则 称 下 将 4 映射 到 BL 上 .FF 
是 一 个 一 对 一 映射 (one-to-one) 当 且 仅 当 对 于 ran F 中 的 每 个 y, 都 存在 唯一 的 一 个 z 使 得 
(zx,y) E 下. 如 果 (x,y) 在 定义 域 dom FF 中 , 那么 记 F(x,y) = 下 ((z, 切 ). 这 个 记 法 可 以 推广 
到 nn 元 的 情形 : F(z1,:… ,zn) = 下 (zzn)). 

4 上 的 n 元 运算 (mn-ary operation) 是 一 个 将 4” 映射 到 4 中 的 函数 . 比如， 加 法 是 一 个 
N 上 的 二 元 运算 , 而 后 继 运 算 5( 这 里 5S(n) = n++1) 是 N 上 的 一 元 运算 . 如 果 f 是 4 上 的 
n 元 运算 , 那么 f 在 4 的 子 集 B 上 的 限定 是 一 个 函数 g, 其 定义 域 为 B", 且 9g 在 B" 中 的 
每 个 点 上 的 取 值 都 与 f 在 这 些 点 上 的 取 值 相等 . 这 样 ， 


g=fN(B" x A). 


这 个 函数 g 是 n 元 运算 当 且 仅 当 B 在 f 的 作用 下 是 封闭 的 , 即 f(bi,… ,bn) < B， 只 要 其 
中 的 每 个 六 都 在 B 中 . 在 这 种 情况 下 , g = fn B"t!', 这 与 关系 的 限制 的 定义 是 一 致 的 , 例 
如 , N 上 的 加 法 运算 (包含 类 似 于 ((3,2),5) 这 样 的 三 元 组 ) 是 及 上 的 加 法 运算 在 N 上 的 限 
制 , 而 下 中 所 包含 的 三 元 组 要 多 得 多 . 

4 上 的 一 种 特殊 的 一 元 运算 是 恒 等 (identity) 函数 Id， 


Td(z) =Z，ZE 4. 


因此 , rd = {(z, zz € A}. 

对 于 关系 RR, 我 们 定义 : 

。 民 在 A4 上 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 对 4 中 每 个 z 都 有 (z,z) e RR. 

e 忆 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 如 果 (zx,y) € R, 则 (wz) € RR. 

。 民 R 是 传递 的 ,， 当 且 仅 当 如 果 (z,y) E RR 并 且 (y,z) < R( 若 很 巧 ), 则 (zx,z) € R. 

尺 在 4 上 满足 三 分 律 (trichotomy), 当 且 仅 当 对 4 中 任意 的 xz 和 ,如 下 3 种 可 能 中 有 
且 仅 有 一 种 成 立 : (z,y) < R, x = y, 或 者 (y,7x) € R. 

RR 是 4 上 的 等 价 关 系 当 且 仅 当 已 是 A 上 一 个 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 二 元 关系 . 

是 A4 上 一 个 序 关系 当 且 仅 当 RR 是 传递 的 且 在 4 上 满足 三 分 律 ， 

对 于 4 上 的 等 价 关系 RR 和 ze 4, 我 们 定义 z 的 等 价 类 四 ] 为 {y|(z,y) e R}. 等 价 类 
对 4 进行 了 划分 ， 即 每 个 等 价 类 都 是 4 的 子 集 并 且 4 的 每 个 元 素 都 恰好 只 属于 一 个 等 价 
类 . 对 4 中 的 元 素 z 和 y， 

= 网 这 (zy € RR. 

自然 数 集 N 是 集合 {0, 1,2,3,…}. (自然 数 也 可 以 用 集合 论 的 方法 定义 , 见 3.7 节 . ) 集 
合 4 是 有 限 的 当 且 仅 当 存在 一 个 函数 f 将 集合 4 一 对 一 映射 到 {0,1,…,n 一 1} 上 . (可 以 
将 f 看 作 是 对 4 中 元 素 的 一 种 “计数 ”. ) 
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集合 4 是 可 数 的 当 且 仅 当 存在 某 个 函数 将 4 一 对 一 映射 到 自然 数 集 N 中 . 例如 , 有 限 
的 集合 显然 是 可 数 的 , 现在 来 考虑 可 数 无 限 集合 4, 从 给 定 的 把 4 一 对 一 映射 到 N 中 的 放 
它 可 以 扩展 成 从 4 到 N 上 的 一 对 一 映射 函数 f'. 对 某 个 ao e 4, 如果 f(ao) 是 值 域 ran f 
中 的 最 小 值 ， 则 令 f(a0) = 0. 一 般 地 ， 存 在 唯一 的 os es 4 使 得 f(an) 是 ran f 中 的 第 n+l 
个 元 素 , 我 们 令 fon) =n. 注意 4 = {a0, 1,…}. (我 们 可 以 认为 fr 也 是 4 中 的 元 素 的 一 
种 计数 ， 只 是 计数 过 程 是 无 限 的 . ) 


定理 0B 设 4 是 一 个 可 数 集 , 则 所 有 由 4 的 元 素 组 成 的 有 限 序列 的 集合 也 是 可 数 的 . 
证 明 所 有 有 限 序 列 的 集合 S$ 可 用 如 下 式 子 表示 : 
S= (ja"t. 
你 EN 

由 于 4 是 可 数 的 , 因此 存在 函数 f 将 4 一 对 一 映射 到 N 中 ， 

基本 思路 是 通过 将 (ao, a1,… ,am) 指派 给 自然 数 27(eo)+13f(e)+1. .… ， pg)+1 来 建立 
一 个 从 3 到 N 中 的 一 对 一 映射 , 其 中 pm 是 第 m + 1 个 素数 , 这 样 做 的 缺点 是 这 种 指派 的 
定义 不 明确 . 我 们 可 以 想像 ， 可 能 会 出 现 (ao ai，…… ,am) = (bo;b1,… ,bn), 且 au 和 及 属于 
4, 但 是 m 关 n 的 情况 . 然而 ， 问 题 不 大 ， 只 要 给 8 中 的 每 个 元 素 指 派 具 有 上 述 形式 的 最 
小 (smallest) 的 一 个 数 即 可 . 这 就 能 够 得 到 一 个 良 定义 的 上 映射, 并 且 容 易 看 出 它 是 一 对 一 映 
射 的 . 图 


有 些 情 况 下 , 可 能 会 用 树 (tree) 的 方法 来 给 出 某 些 问题 的 直观 图 形 表示 . 可 是 , 本 书 对 树 
的 说 法 是 非 正规 的 , 定理 和 证 明 不 会 依赖 于 树 , 相应 地 , 在 这 里 我 们 对 树 的 讨论 也 是 非 正规 的 . 

每 棵 树 都 是 一 种 潜在 的 有 限 偏 序 ， 我 们 可 以 给 出 这 种 偏 序 关 系 RR 的 图 形 表 示 ; 如 果 
(a,b) € R, 那么 我 们 把 a 放 在 5 的 下 面 , 并 且 用 线 将 它们 连 起 来 . 下 面 是 两 棵 典型 的 树 . ( 数 
学 中 的 树 是 向 下 长 的 , 而 不 是 向 上 的 . ) 树 中 总 会 有 一 个 最 高 点 ( 称 之 为 树 根 (root)). 另外 ， 
尽管 允许 某 个 顶点 向 下 分 叉 , 一 个 顶点 上 面 的 点 都 在 一 条 连 线 上 . 
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除了 这 种 向 下 的 有 限 偏 序 树 外 , 在 一 棵 树 上 也 可 以 定义 一 个 标记 函数 , 其 定义 域 是 顶点 
的 集合 . 比如 ,一 棵 树 可 以 用 自然 数 进行 标记 , 如 下 图 所 示 . 
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本 书 有 些 地 方 会 用 到 选择 公理 . 但 是 ,， 当 问题 中 所 用 的 定理 只 涉及 可 数 语言 时 ,我 们 可 
以 不 使 用 选择 公理 . 选择 公理 有 很 多 等 价 的 命题 ,其 中 佐 恩 引 理 是 非常 有 用 的 一 个 命题 . 

我 们 说 一 组 集合 C 是 一 个 链 (chain) 当 且 仅 当 对 于 C 中 任意 的 元 素 z 和 y, 要 么 zZSY 
要 么 y ES 7z. 


佐 恩 引 理 设 4 是 一 个 集合 , 且 满 足 对 于 任意 的 链 C S 4， 有 和 集合 UC 在 4 中 . 那么 
4 中 存在 极 大 元 m, 即 m 不 是 4 中 其 他 任意 元 素 的 子 集 . 
基数 

所 有 的 无 限 集合 都 很 大 , 但 是 其 中 某 些 集合 会 比 另外 一 些 更 大 . (例如 , 实数 集 大 于 整数 
集 . ) 基数 是 一 种 度量 集合 大 小 的 方便 方法 ,当然 , 这 种 方法 并 非 必 不 可 少 . 

自然 地 , 我 们 说 两 个 集合 4 与 B 大 小 相同 , 当 且 仅 当 存在 一 个 函数 将 4 一 对 一 地 映射 
到 B 上. 如果 4 与 B 都 是 有 限 的 , 这 个 概念 就 等 价 于 通常 的 一 个 说 法 : 如 果 对 4 和 吾 的 
元 素 分 别 计数 ， 那么 得 到 的 结果 是 相同 的 . 但 是 , 这 个 方法 还 可 以 用 到 当 4 和 B 是 无 限 集 
合 的 时 候 , 尽管 它们 是 难以 计数 的 . 

规范 地 说 , 4 与 B 大 小 相等 ( 记 作 4 ~ B) 当 且 仅 当 存在 一 个 从 4 到 B 上 的 一 对 一 映 
射 . 例如 , 自然 数 集 N 和 整数 集 乙 是 大 小 相等 的 . 显然 , 集合 大 小 相等 的 关系 是 自 反 的 、 对 

对 于 有 限 集合 , 我 们 可 以 使 用 自然 数 来 度量 其 大 小 . 同一 个 自然 数 可 以 同时 表示 两 个 有 
限 集合 的 大 小 , 当 且 仅 当 这 两 个 集合 大 小 相等 . 基数 的 引入 使 我 们 可 以 将 这 种 方法 推广 到 无 
限 集合 . 

一 个 集合 4 的 基数 (cardinal number)( 或 称 为 基 (cardinality), 记 作 card 4) 是 给 集合 
4 指定 的 一 个 特定 的 对 象 , 其 意义 为 ,两 个 集合 的 基数 相等 当 且 仅 当 它们 大 小 相等 : 

card 4 一 card 这 A~B. (K) 

定义 集合 的 基数 的 方法 有 很 多 种 ; 目前 ,标准 的 方法 是 用 与 4 大 小 相等 的 最 小 序数 作 
为 card 4. (这 种 定义 的 成 功 依赖 于 选择 公理 . ) 这 里 并 不 讨论 序数 ， 因 为 ,card 4 的 实质 是 
什么 与 我 们 的 课程 内 容 关 系 不 大 , 它 并 不 比 数 字 2 的 本 质 是 什么 有 更 多 的 意义 . 对 于 我 们 来 


说 , 最 重要 的 是 (K) 式 是 成 立 的 . 然而 对 于 一 个 有 限 集合 4 而 言 , card 4 指明 了 集合 4 中 


有 多 少 个 元 素 , 就 已 经 够 用 了 . 基数 ,或 简称 基 , 就 是 指 某 个 集合 4 的 card 4h. 

( 康 托 尔 (Georg Cantor) 于 1895 年 最 早 采 用 基数 这 一 概念 , 他 认为 集合 M 的 基数 是 从 
集合 中 抽象 而 得 到 的 有 助 于 人 们 理解 的 一 个 一 般 的 概念 ， 而 不 考虑 组 成 集合 的 元 素 的 不 同 
和 和 集合 中 元 素 的 排列 次 序 ，) 

我 们 称 4 受 控 于 B ( 记 作 4 < B) 当 且 仅 当 4 与 B 的 一 个 子 集 大 小 相等 . 换 句 话 
说 , 4 < B 当 且 仅 当 存在 一 个 从 4 到 B 中 的 一 对 一 映射 . 对 应 的 基数 的 关系 是 

card A<cardB 刘 AxB. 


( 易 见 , 和 是 良 定义 的 , 即 < < 和 是 否 成 立 仅 取决 于 基数 < 和 和 本 身 , 而 与 集合 的 选择 
无 关 . ) 受 控 性 是 自 反 的 和 传递 的 . 集合 4 受 控 于 N 当 且 仅 当 4 是 可 数 的 . 下 述 定理 是 有 关 
这 方面 内 容 的 常用 结果 . 
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Schr6der-Bernstein 定理 (a) 对 于 集合 4 和 B, 如 果 4<B 并 且 B<4, 那么 A~B，; 
(b) 对 于 任意 的 基数 «和 和 ,如果 < 入 并 且 入 和 k, 那么 = 入 . 

(b) 是 从 基数 的 角度 对 (a) 的 简单 描述 . 下 面 的 定理 等 价 于 选择 公理 ， 只 是 描述 方式 不 
同 而 已 . 


定理 0C (a) 对 于 任意 的 集合 4 和 B, 4 < B 或 者 B < 4 必 有 一 个 成 立 ; (b) 对 任意 
的 基数 k& 和 入 ,< 入 或 者 入 < 必 有 一 个 成 立 . 


这 样 , 任意 两 个 基数 都 可 以 比较 大 小 . (事实 上 , 任意 非 空 的 基数 的 集合 都 有 一 个 最 小 的 
元 素 . ) 最 小 的 一 类 基数 是 有 限 集合 的 基数 : 0, 1, 2，… ,其 次 小 的 是 无 限 基 数 card N, 称 为 
No. 这 样 就 有 

0, 1,2,... ,No, Ni,..., 
这 里 的 Ni 是 大 于 No 的 最 小 基数 . 实数 的 基数 , card 恨 , 称 作 “2No”, 由 于 恨 是 不 可 数 的 , 我 
们 有 No < 2™o. 

常用 于 有 限 基数 的 加 法 与 乘法 运算 也 可 以 推广 到 所 有 的 基数 . 计算 k + 入 我们 要 选择 

两 个 不 相交 的 集合 4 与 B, 其 基数 分 别 为 x 和 和 , 那么 ， 


kk 二 + 入 = card(AUB). 


这 个 定义 是 良 定义 的 , 即 <+ 和 仅 依赖 于 < 和 和 ,而 不 依赖 于 两 个 不 相交 集合 4 与 召 
的 选择 . 对 乘法 ， 有 
k: 和 A= card(A x B). 
显然 ,这些 定义 对 有 限 基 数 都 是 正确 的 . 无 限 基 数 的 算术 运算 都 是 相当 简单 的 (根据 选 
择 公理 ). 两 个 无 限 基数 的 和 与 积 只 是 它们 中 较 大 的 那个 . 


基数 算术 定理 对 基数 x 和 入, 如 果 “ 科 入 并且 入 是 无 限 的 , 那么 «十 入 = 入 . 另外 , 如 
果 上 夭 0, 那么 .入 = 入 . 特别 地 ， 对 于 无 限 基数 «， 


No ，A 一 K. 


定理 0D ”对 无 限 集合 4, 由 4 中 元 素 组 成 的 有 限 序列 的 集合 UU,, 4"+: 与 4 具有 相同 
的 基数 card 4， 


我 们 已 经 证 明了 这 个 定理 对 可 数 集合 4 是 正确 的 (参见 定理 0B). 


证 明 根据 基数 算术 定理 (使 用 mn 次 ), 每 个 4"+1 的 基数 等 于 card 4. 于 是 , 我 们 得 到 
No 个 大 小 相等 的 集合 的 并 集 ， 其 基数 为 Ro. card 4 = card 4. 图 


例 代数 数 集合 的 基数 为 No. 首先 ， 我 们 把 每 个 整 系数 的 一 元 多 项 式 看 作 其 系数 的 序 
列 ; 然后 , 由 上 述 定理 知 , 共有 No 个 多 项 式 , 每 个 多 项 式 都 只 有 有 限 多 个 根 . 为 了 给 出 一 个 
充分 大 的 上 界 ， 注 意 到 即使 每 个 多 项 式 都 有 No 个 根 ， 我 们 也 只 能 得 到 No . No = No 个 代数 
数 . 同时 , 至 少 也 应 该 有 这 么 多 个 , 于 是 结论 成 立 . 


由 于 实数 是 不 可 数 的 (事实 上 ,有 2 个 ), 因此 超越 数 也 蚌 不 可 数 的 (也 有 2 个 ). 


命题 逻辑 


1.0 ”闲话 形式 语言 


1.1 节 我 们 要 构建 一 种 语言 ， 可 以 将 自然 语言 句子 翻译 成 这 种 语言 的 形式 . 与 自然 语言 
( 璧 如 英语 或 者 汉语 ) 不 同 的 是 , 这 种 语言 是 一 种 具有 精确 格式 要 求 的 形式 语言 . 下 面 , 在 讲 
述 这 种 精确 格式 之 前 先 来 考虑 该 语言 的 特点 . 

例如 , 句子 “发 现 了 钾 的 运动 轨迹 ”在 这 种 形式 语言 中 可 以 翻译 成 符号 K. 与 之 紧密 相 
关 的 另外 一 个 句子 “未 发 现 钾 的 运动 轨迹 ” 则 可 以 用 (- K) 来 表达 . 这 里 的 ~ 是 否定 符号 ， 
读 作 “ 非 ". 有 人 可 能 会 将 “未 发 现 钾 的 运动 轨迹 ”译作 另外 一 个 新 的 符号 ， 比 如 J, 但 我 们 
更 愿意 将 这 样 的 句子 尽 可 能 地 分 解 为 一 些 不 能 再 分 割 的 原子 部 分 . 对 于 另外 一 个 不 相干 的 
句子 ,“ 样 本 中 含有 氯 ” 则 可 以 译作 符号 C. 对 下 述 的 复合 句 , 我 们 可 以 将 它们 翻译 成 右边 的 
公式 : 

如 果 发 现 了 钾 的 运动 轨迹 ,那么 样本 中 不 含 和 所 (下 一 (CI)) 

样本 中 含有 和 所， 且 发 现 了 钾 的 运动 轨迹 . (CAK) 


上 面 的 第 2 个 例子 使 用 符号 ^ 来 表示 “ 且 ”, 第 1 个 例子 使 用 了 我 们 熟悉 的 箭头 来 表示 
“如 果 ……, 那么 ….”. 下 面 的 例子 使 用 符号 V 来 表示 “或 " ， 


没有 发 现 钙 的 运动 轨迹 , 或 样本 中 不 含 氧 .。((-K)v (= CO)) 
样本 中 既 不 含 气 也 没有 发 现 钾 的 运动 轨迹 (~ (CvK)) 或 ((- CC) 人 (~ K)) 


最 后 一 个 句子 我 们 有 两 种 表示 方法 , 它们 之 间 的 关系 , 稍 后 进行 讨论 . 

复合 句 分 解 的 一 个 重要 的 方面 是 : 一 旦 我 们 给 定 了 原子 成 分 的 真 或 假 , 就 可 以 计算 出 整 
个 复合 句 的 真 或 假 . 例如 , 假定 化 学 家 走出 实验 室 , 宣布 她 观察 到 了 钾 的 运动 轨迹 ,但 是 样 
本 中 不 含 氯 . 那么 我 们 就 可 以 推断 上 述 4 个 句子 分 别 为 真 、 假 、 真 、 假 . 事实 上 , 可 以 预先 构 
造 一 个 表格 给 出 4 种 可 能 的 实验 结果 (如 表 1-1 所 示 ). 在 1.2 节 中 , 我 们 将 讨论 这 样 的 表格 . 


表 1-1 


(CYvK)) (POAC K)) 
T 


中 各 | 由 
N99N mA 
9 
HH 
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使 用 形式 语言 可 以 避免 自然 语言 的 不 精确 性 和 模糊 性 ， 当 然 这 不 是 没有 代价 的 ; 形式 语 
言 的 表达 能 力 受 到 很 大 的 限制 . 

为 了 描述 一 个 形式 语言 , 通常 我 们 要 给 出 以 下 3 个 信息 . 

(1) 指定 使 用 的 符号 集 (字母 表 ). 目前 命题 逻辑 中 使 用 的 一 些 符 号 有 


(,), =,—, Al, A2,: 


(2) 制定 一 些 规则 用 以 构造 “语法 正确 ”的 有 限 符 号 串 (这 样 的 符号 串 称 为 合式 公式 (well- 
formed formulas)). 例如 ， 


(Al 一 (mAa)) 
是 合式 公式 , 而 
)) 一 As 

则 不 是 . 

(3) 要 指明 自然 语言 和 形式 语言 之 间 所 人 允许 的 翻译 . 符号 Al,Az,…… 是 自然 语言 句子 的 
翻译 . 

这 里 只 有 第 3 条 给 合式 公式 赋予 了 某 种 意义 . 给 公式 指派 意义 的 过 程 将 引导 我 们 进 一 
步 学 习 后 续 的 内 容 . 但 我 们 也 会 发 现 , 从 理论 上 说 , 在 完全 不 知道 合式 公式 的 实际 含义 的 前 
提 下 , 仍然 可 以 对 合式 公式 进行 各 种 各 样 的 操作 . 仅 根 据 上 述 的 前 两 条 ,我 们 也 可 以 完成 一 
些 相关 的 操作 , 但 这 对 我 们 来 说 并 没有 任何 实际 意义 . 

在 继续 学 习 之 前 , 我 们 先 简 要 地 介绍 一 下 另外 一 类 现在 被 广泛 关注 的 形式 语言 . 这 类 语 
言 在 数字 计算 机 中 得 以 应 用 (至 少 与 数字 计算 机 有 关联 ). 

这 类 语言 有 很 多 种 , 在 其 中 的 一 种 语言 中 ， 
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是 一 个 典型 的 合式 公式 ; 而 
STEP#ADDIMAX, A 
则 是 另外 一 种 形式 语言 中 的 合式 公式 . (这 里 的 # 是 空格 符号 , 在 字母 表 中 引入 这 个 符号 是 
为 了 使 得 合式 公式 成 为 符号 串 . ) C++ 是 一 种 应 用 广泛 的 程序 设计 语言 ,其 中 类 似 
while(*s 十 十 ); 

这 样 的 符号 串 都 是 合式 公式 ， 

在 所 有 的 情况 中 , 都 有 一 种 给 定 方法 将 合式 公式 翻译 为 自然 语言 , 并且 将 一 类 受 限制 的 
自然 语言 句子 翻译 为 形式 语言 . 当然 , 计算 机 并 不 懂 自 然 语言 , 它 不 能 思考 ， 只 认识 符号 并 


机 械 地 执行 程序 . 我 们 也 可 以 用 像 计算 机 一 样 的 方法 来 处 理 形式 语言 ,虽然 这 个 过 程 并 不 那 
么 有 趣 . 
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假定 我 们 给 出 了 不 同 对 象 ( 称 之 为 符号 ) 的 一 个 无 限 序列 , 这 些 符号 在 表 1-2 中 给 出 其 
名 称 . 进一步 假定 , 这 些 符 号 中 没有 一 个 是 由 其 他 符号 的 有 限 序列 组 成 的 . 


表 1-2 
符 号 名 称 描 述 
( 左 括 导 标点 
) 右 括号 标点 
~ 否定 符号 非 
和 合 取 符号 且 
v 析 取 符号 或 
一 蕴涵 符号 如 果 i > 那么 er 
2 等 价 符号 当 上 且 仅 当 
Al 第 1 个 命题 符号 
As 第 2 个 命题 符号 
An 第 个 命题 符号 
下 面 按 序 说 明 几 个 符号 : 


(1) ~-, 信 ,VYV, 一 , 品 这 5 个 符号 称 为 命题 联结 符 ， 上 面 已 经 给 出 了 它们 的 汉语 用 法 . 命题 
联结 符 和 括号 一 起 统称 为 逻辑 符号 ,在 形式 语言 与 汉语 的 相互 转换 中 ,它们 的 作用 是 一 致 
的 . 而 命题 符号 则 称 为 参数 (或 称 为 非 远 辑 符号 ). 命题 符号 的 翻译 不 是 一 成 不 变 的 ; 相反 ， 
它们 可 以 有 多 种 不 同 的 解释 , 稍 后 我 们 会 看 到 这 一 点 . 

(2) 命题 符号 有 无 穷 多 个 . 一 种 比较 合适 的 表示 方法 是 使 用 一 个 命题 符号 A 和 一 个 撤 号 ”， 
这 样 我 们 就 可 以 用 洪 在 的 无 限 序列 


A, A’, A’,... 


取代 . 
Al A2, As …. 


这 种 方法 的 优点 是 可 以 将 不 同 的 符号 数目 降低 到 9 个 . 另 一 种 次 优 的 方法 是 使 用 任意 的 命 
题 符号 集 , 不 管 可 数 与 否 . 本 章 中 的 大 多 数 情 况 都 使 用 后 一 种 方法 ， 只 有 1.7 节 例外 . 

(3) 许多 逻辑 学 家 喜欢 将 An 称 为 第 n 个 命题 (proposition) 符号 . 使 用 这 一 名 称 是 由 于 
要 给 句子 (sentence) 予 一 种 特殊 含义 , 要 将 命题 (proposition) 看 成 是 一 种 肯定 性 的 句子 . 

(4) 这 些 对 和 象 称 为 “符号 ”. 从 本 体 论 的 角度 看 , 这 些 符号 是 中 性 的 . 在 上 述 列 表 的 左边 
一 列 给 出 了 符号 的 名 称 , 例如 Az4s 即 第 243 个 命题 符号 . (另外 ,A243 也 是 符号 的 名 称 , 蕴 
涵 符 号 具有 形 如 箭头 的 几何 性 质 , 当然 也 可 以 不 具有 这 样 的 性 质 , 尽管 它 被 称 作 “ 一 ”. ) 这 
些 符号 本 身 可 以 是 一 些 集合 、 数 字 、 石子 或 者 是 语言 学 论 域 中 的 对 象 . 在 最 后 一 种 情况 中 ， 
这 些 符号 可 能 就 是 一 些 名 符 其 实 的 对 和 象 . 在 第 2 章 中 , 我 们 解释 另外 一 种 情况 , 命题 符号 本 
身 可 以 是 其 他 语言 中 的 公式 . 

(5) 假定 任何 符号 都 不 是 其 他 符号 的 有 限 序列 . 一 方面 , 这些 符号 中 任何 一 个 要 不 同 于 
其 他 符号 (如 ,As 关 导 ); 另 一 方面 它们 也 不 是 其 他 的 两 个 或 者 更 多 符号 构成 的 有 限 序 列 . 例 
如 , 要求 As 天 (-, A4,(). 这 样 规定 的 目的 是 为 了 保证 符号 的 有 限 序列 具有 唯一 分 解 性 . 如 
果 

(al ,Qm) 一 (b1,.*: , bn) 


且 每 个 wu 和 b; 是 一 个 符号 , 那么 m =n 上 且 0i = bi. ( 见 第 0 章 引 理 0A 及 相关 注解 . ) 
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表达 式 是 符号 的 有 限 序列 . 我 们 可 以 将 一 些 符号 连接 构成 一 个 表达 式 ;(” Ali) 即 由 序列 
(( ,~-，A1,)) 中 的 符号 构成 , 这 种 记 法 可 以 进行 推广 : 如 果 a 与 8 是 符号 序列 , 那么 ab 是 
由 a 与 8 按 顺序 连接 而 成 的 符号 序列 . 

例如 , 若 a, 8 是 下 面 两 个 等 式 给 出 的 表达 式 : 


Q 一 (~ Al), 


那么 , (a 一 6) 就 是 表达 式 
((-Al) 一 A2). 


下 面 来 看 一 些 例子 , 这 些 例子 都 是 把 汉语 句子 翻译 成 形式 语言 . 设 A,B,… ,2Z 是 前 26 
个 命题 符号 (如 吾 = As). 

(1) 汉语 : 这 个 嫌疑 犯 被 释放 . 翻译 : R 

汉语 : 得 到 的 证 据 是 可 信 的 . 翻译 : 忆 

汉语 : 得 到 的 证 据 不 可 信 . 翻译 : (于) 

汉语 : 得 到 的 证 据 是 可 信 的 , 嫌疑犯 不 能 被 释放 . 翻译 ， (E 人 (- BR)) 

汉语 : 要 么 得 到 的 证 据 是 可 信 的 , 要么 嫌疑 犯 被 释放 (或 者 两 者 都 可 能 ). 翻译 :: (Ev R) 

汉语 : 要 么 得 到 的 证 据 是 可 信 的 , 要么 嫌疑 犯 被 释放 (两 者 只 取 其 一 ). 翻译 :((EV R) 信 
(-(E 信 R))). 符号 v 包含 “与 /或 ”的 含义 , 但 通常 表示 “或 ”. 

汉语 : 得 到 的 证 据 不 可 信 , 但 嫌疑 犯 不 能 被 释放 . 翻译 : ((- EE) 人 (= R)) 

汉语 : 要 么 得 到 的 证 据 不 可 人 和信, 要 么 嫌疑 犯 不 能 被 释放 . 翻译 : ((- EE) Vv (~ BR)) 

(2) 汉语 : 如 果 愿 望 是 马 , 那么 乞丐 也 可 以 驾驭 . 翻译 : (W 一 B) 

汉语 : 乞丐 可 以 驾驭 愿望 当 且 仅 当 愿望 是 马 . 翻译 : (B 全 W) 

(3) 汉语 : 一 件 物品 能 够 代表 财富 当 且 仅 当 它 是 可 转让 的 、 有 限 供 应 的 、 并 且 能 够 带 来 
快乐 或 减轻 痛苦 . 翻译 : (W (TT 人 (LA (PV Q)))), 这 里 W 对 应 于 “一 件 物品 能 够 代表 财 
富 . ”在 前 面 的 例子 中 W 对 应 的 是 另外 一 个 不 同 的 句子 . 一 个 符号 并 不 是 只 能 用 在 一 个 翻 
译 中 . 

需要 注意 的 是 : 不 能 将 汉语 中 的 句子 (如 玫瑰 花 是 红 的 ) 与 形式 语言 中 的 句子 (如 R) 混 
淆 起 来 , 它们 的 不 同 之 处 在 于 , 汉语 句子 一 般 有 对 错 之 分 , 但 在 形式 语言 中 的 句子 仅仅 是 一 
个 符号 序列 . 虽然 在 某 个 上 下 文中 ,一 个 形式 化 的 句子 能 够 表达 一 个 正确 的 (或 错误 的 ) 汉 
语句 子 , 但 是 在 另外 的 上 下 文中 它 可 能 会 有 其 他 的 解释 . 

有 些 表 达 式 是 没有 意义 的 , 不 能 成 为 任何 句子 的 翻译 ,比如 


(( 一 Aa. 


我 们 要 将 合式 公式 定义 为 “语法 正确 ”的 表达 式 , 就 要 去 掉 这 些 没有 意义 的 表达 式 . 定 
义 应 该 达到 如 下 效果 : 

(a) 每 个 命题 符号 都 是 合式 公式 ; 

(b) 如 果 a 和 8 是 合式 公式 , 那么 (-o),(eAD),(aevp),(a 一 D), (ae 一 B) 也 是 合式 公式 ; 

(c) 只 有 通过 上 述 (a) 和 (b) 得 到 的 表达 式 才 是 合式 公式 . 
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更 准确 地 说 , 第 3 条 性 质 应 该 表述 为 : 合式 公式 (简称 公式 ) 是 通过 对 命题 符号 有 限 次 
运用 构造 公式 的 运算 (formula-building operation) 而 得 到 的 表达 式 , 构造 公式 的 运算 由 下 列 


Ev(a, B) = (a Vv B), 
£2(0,8) = (a — P), 
E20.(0,8) = (a op). 
例如 ， 
(Al 和 Alio) 一 (mAs)Vv (As © As))) 
是 一 个 合式 公式 , 这 可 由 下 面 的 树 看 出 : 


((AIAA DOA)V AA,))) 


(mA)V(A 一 人 A 人 ;)) 
(A 人 Aio) ("A,) (A 5) 
A 
A An A A A 


3 8 3 


从 图 中 的 生成 树 可 以 看 出 , 表达 式 是 用 4 个 命题 符号 通过 5 次 应 用 公式 构造 的 运算 得 
到 的 . 这 个 例子 不 典型 ， 因 为 其 中 用 到 了 所 有 的 5 个 运算 . 例如 ，4s 是 一 个 合式 公式 , 它 的 
生成 树 只 是 一 个 顶点 , 没有 用 到 任何 公式 构造 的 运算 . 如 果 “ 由 命题 符号 构成 ”合式 公式 时 ， 
不 考虑 “ 空 序列 ”的 情况 , 则 这 是 得 到 的 不 能 再 小 的 合式 公式 的 例子 了 . 

这 类 使 用 基本 成 分 (这 里 指 命题 符号 ) 和 一 些 运 算 (这 里 指 5 个 运算 ) 构造 的 方法 经 常 出 
现在 逻辑 和 其 他 的 数学 分 支 中 . 我 们 将 在 1.4 节 中 以 更 一 般 的 方式 来 考察 这 类 构造 方法 . 

下 面 详细 描述 “构造 ”的 思想 : 如 果 对 每 个 i < n, 构造 序列 (e1,.… ,en) 至 少 满足 以 下 
三 条 中 的 一 条 , 那么 我 们 称 (e1,… ,en) 是 一 个 表达 式 的 有 限 序 列 ， 


si 是 一 个 命题 符号 
对 某 个 7 < i, 使 得 s = E- (cy); 
对 7 <1 < 使 得 si; = ED(ej, ek): 
其 中 口 是 某 个 二 元 连接 符号 , 即 人 , V, 一 ,一 中 的 一 个 . 那么 , 某 个 构造 序列 的 最 后 一 个 表达 
式 a 就 是 合式 公式 . 在 构造 过 程 中 , 我 们 将 s; 看 作 第 i 个 阶段 形成 的 表达 式 . 
对 于 前 面 的 例子 ， 
((Ai1 信 Ai0) 一 ((~A3)V (As = As))) 


将 其 生成 树 压缩 成 为 一 个 线性 序列 , 我 们 就 可 以 得 到 它 的 一 个 构造 序列 . 

这 类 构造 的 一 个 特点 是 服从 归纳 法 则 (induction principle), 称 集合 5 在 二 元 函数 f 作 
用 下 是 封闭 的 (close), 当 且 仅 当 无 论 何 时 对 于 任意 的 ze 8 和 ye 5 都 有 f(z,y) e 5, 我 们 
可 以 类 似 地 定义 一 元 函数 的 封闭 性 , 等 等 . 
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归纳 法 则 如 果 5 是 一 个 包含 所 有 命题 符号 的 合式 公式 的 集合 , 并且 在 5 种 运算 的 作 
用 下 是 封闭 的 , 那么 S 是 所 有 合式 公式 的 集合 . 

证 明 1 考虑 任意 的 合式 公式 a, 它 是 由 命题 符号 有 限 次 使 用 公式 构造 运算 得 到 的 . 观 
察 它 所 对 应 的 生成 树 ,我 们 可 以 看 到 树 中 每 个 表达 式 都 属于 5. 最 后 ( 即 经 过 有 限 步 后 ), 我 
们 会 在 树 的 顶部 发 现 a e 3. 图 


证 明 2 不 使 用 树 来 证 明 这 个 原理 . 考虑 任意 的 一 个 合式 公式 a, a 是 某 个 构造 序列 的 
(1,… ,En) 的 最 后 一 个 成 员 . 我 们 对 i 使 用 通常 的 强 数 学 归纳 法 , 要 证 明 对 于 每 个 i<n 都 
有 ei E 9， 

即 按照 归纳 假设 , 假设 对 于 每 个 ; < i 都 有 sj < 3， 那 么 对 各 种 情况 都 加 以 考虑 ,我 们 
就 能 得 出 si s 3. 因此 , 根据 对 i 的 强 归纳 法 , 我 们 可 以 得 到 对 每 个 isn 都 有 si e 5S. 特别 
地 , 最 后 一 个 元 素 a 属于 5. 图 


接 下 来 的 学 习 中 , 我 们 经 常 要 使 用 这 个 原理 . 下 面 的 例子 就 是 用 这 个 原理 来 证 明 一 个 表 
达 式 不 是 合式 公式 . 


例 ”一 个 表达 式 中 如 果 左 括号 比 右 括号 多 , 那么 它 不 是 合式 公式 ， 

证 明 我 们 从 一 个 没有 左 括号 和 右 括号 的 命题 符号 开始 , 应 用 公式 构造 运算 , 而 每 次 应 
用 公式 构造 运算 都 会 增加 一 对 匹配 的 括号 . 我 们 重新 描述 一 下 这 个 思路 :“ 平 衡 ” 的 合式 公式 
( 即 含 有 相同 数目 的 左 括号 和 右 括 号 ) 的 集合 包含 所 有 的 命题 符号 ， 并 且 在 公式 构造 运算 作 
用 下 是 封闭 的 . 那么 ,归纳 法 则 就 保证 了 所 有 的 合式 公式 是 平衡 的 ， 国 


公式 构造 运算 的 一 个 特性 是 向 上 构造 而 不 是 向 下 的 ， 即 表达 式 En(o, 6) 总 是 包含 a 
和 6 的 完整 序列 作为 其 组 成 部 分 , 然后 再 加 上 其 他 的 一 些 符号 , 特别 地 , 这 个 表达 式 比 a 或 
8 者 长 
一 个 给 定 的 合式 公式 p 是 怎样 精确 构成 的 ? 这 个 问题 可 以 通过 上 述 的 特性 得 以 简化 
可 以 说 ， 所 有 的 构造 部 件 都 是 序列 w 的 子 段 . 例如 , 如果 y 不 含有 符号 A4， 那 么 构造 过 程 
也 不 会 用 到 A4. (见习 题 4. ) 
习题 
. 给 出 3 个 句子 并 翻译 成 形式 语言 . 要 选择 有 趣 的 句子 在 结构 ,以 使 得 每 个 句子 在 翻译 成 形式 语言 后 
都 包括 15 个 以 上 的 符号 . 
. 证 明 不 存在 长 度 为 2、3、6 的 合式 公式 , 但 其 他 任意 正 整数 长 度 的 合式 公式 都 可 能 存在 . 
设 “是 一 个 合式 公式 ,e 是 二 元 连接 符 (和 、V、 一 二) 出 现 的 次 数 , s 是 命题 符号 出 现 的 次 数 (例如 , 若 
a 是 (A 一 (-A)), 则 c= 1,s=2). 使 用 归纳 法 则 证 明 s=c+1. 
假定 一 个 构造 序列 的 最 后 一 个 成 员 是 p, 且 2 不 包含 符号 A4, 假设 在 构造 序列 中 删除 所 有 含有 A4 
的 表达 式 , 证 明 其 结果 仍 是 一 个 合法 的 构造 序列 . 
. 设 a 是 一 个 不 包含 否定 符号 ~ 的 合式 公式 . 
(a) 证 明 a 的 长 度 是 奇数 (长 度 是 指 a 中 所 有 出 现 的 符号 的 个 数 ). 
(b) 证 明 出 现在 a 中 的 命题 符号 数 超过 所 有 符号 数 的 1/4. 
提示 : 用 归纳 法 证 明 a 的 总 长 度 是 4k 十 1 且 命题 符号 数 至 少 是 大 十 1 


[= 


wD 


be 


a 
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1.2 ” 真 值 指派 


我 们 希望 定义 , 在 形式 语言 中 一 个 合式 公式 的 含义 , 在 逻辑 上 如 何 从 其 他 的 合式 公式 得 
到 . 例如 ,Al 的 含义 可 以 从 (Al A2) 得 到 , 无 论 参数 Al 和 As 在 汉语 中 的 具体 含义 是 什 
么 ,只 要 (Al 入 Asa) 是 真 的 , 那么 Al 也 是 真 的 . 当然 ,Al 这 个 符号 翻译 成 汉语 , 会 有 多 种 
不 同 的 译 法 , 因此 其 意义 也 可 能 是 模糊 的 . 幸运 的 是 ， 有 一 种 简单 而 准确 的 方法 来 表达 翻译 
这 个 概念 的 本 质 . . 
真 值 (truth value) 集合 {FT} 包含 了 两 个 不 同 的 值 : 
F: 假 ; 
T: 真 . 
(这 两 个 值 本 身 是 什么 无 关 紧要 , 它们 也 可 以 记 作 0 和 1. ) 对 于 命题 符号 集合 9, 一 个 真 值 
指派 (truth assignment)v 是 指 一 个 函数 


v:S—{F,T}. 


这 个 函数 给 5 中 的 每 个 符号 指定 一 个 真 值 : T 或 下. 真 值 指派 在 下 面 的 讨论 中 取代 了 形式 语 
言 到 汉语 的 翻译 . 

(这 里 我 们 主要 讨论 二 值 逻辑 . 当然 , 三 值 逻辑 也 是 可 以 研究 的 , 那样 会 有 一 个 具有 三 
个 值 的 真 值 集合 . 进一步 说 , 也 可 以 允许 使 用 512 个 真 值 或 者 Ne 个 真 值 ; 甚或 可 以 使 用 区 
闻 [0,1] 或 者 其 他 方便 的 值 空间 作为 真 值 集合 . 一 个 非常 有 意义 的 特例 是 真 值 取 自 于 最 有 意 
义 的 布尔 代数 , 这 是 一 个 非常 重要 的 二 值 逻辑 , 我 们 将 只 讨论 这 种 情形 . ) 

设 5 是 由 5 通过 5 种 公式 构造 运算 得 到 的 合式 公式 的 集合 . (5 也 可 以 看 作 所 有 命题 逻 
辑 符 全 部 来 自 3 的 合式 公式 的 集合 ; 参见 下 一 节 结 尾 的 注释 . ) 我 们 可 以 将 v 扩展 到 到 

0:5— {FT), 


5 给 5 中 的 每 个 合式 公式 指派 一 个 真 值 , 要求 满足 以 下 条 件 : 
(0) 对 任意 的 4e 5, 5(4) = v(4). (因此 称 5 为 v 的 扩展 . ) 对 于 5 中 任意 的 a 和 0， 


， fT 如 果 i(@)=F 
S eA) = 严 其 他 情况 

fm 如 果 5(a)=7T 且 5(8)=T 
@) 5 ((a A B)) = oa 


T 如果 za) =7 或 0(B) = 了 (或 两 者 成 立 ) 


(3) 5((avA) = ee 


F 如 果 la)=T 且 5(6)=F 


(4) 5 (ae 一 有 ) = | ie 
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T 如 果 5(o) = 5(6) 
F 其 他 情况 . 


条 件 1~5 构成 了 表 1-3. 从 这 里 开始 , 形式 语言 开始 使 用 合 取 符号 的 含义 . 特别 要 注意 
的 是 一 的 含义 , 无论 何 时 a 的 赋值 为 F, 那么 (a 一 8) 就 “毋庸 置疑 是 真 的 ”>， 就 被 赋 以 真 
值 了 . 读者 可 能 会 问 , 这些 符 号 能 否 准确 反映 我 们 日 常生 活 中 说 的 “如 果 ……， 那么 ……? 
“或 者 ”等 . 但 我 们 更 为 关注 的 是 数学 表达 而 不 是 日 常 说 法 的 准确 性 . 


(5) 5 (ac 全 人 六) = { 


表 1-3 
a 有 Co (w 和 有 ) (eV (ac 一 有 (ce 二 有 
TT TT 五 到 加 TT TT 
TT F F F 五 F 
F TT 3 F T TT F 
F F TT F F T T 


例如 ， 汉 语句 子 “ 如 果 你 说 的 是 真 的 , 我 就 是 猴子 的 叔叔 . ”可 以 用 形式 语言 中 的 公式 
(V 一 M) 来 表达 . 只 要 你 撤 谎 ,我们 就 给 这 个 公式 赋 以 真 值 工 这 时 ， 我 们 当然 不 是 说 ， 
你 说 实话 和 我 有 一 个 猴子 侄子 之 间 会 存在 任何 的 因果 关系 . 这 个 句子 是 一 个 条 件 句 , 关于 我 
侄子 的 断言 需要 一 个 特定 的 条 件 一 你 是 不 是 说 了 实话 . 只 要 这 个 条 件 不 对 ， 句 子 本 身 就 
毋庸 置疑 是 真 的 . 

大 致 地 说 , 我 们 可 以 把 条 件 公 式 (a 一 6) 看 成 一 个 承诺 (promise): 只 要 特定 条 件 满 足 了 
( 即 a 是 真 的 ), 那么 8 也 是 真 的 . 如 果 条 件 a 不 能 满足 , 不 管 6 的 真 假 , 这 个 承诺 都 有 效 ， 

看 一 个 计算 55 的 例子 , 设 a 是 一 个 合式 公式 


((A2 一 (Al 一 At)) ~ ((A2 人 Al) 一 As)). 
设 真 值 指派 v 给 {Ail, A2, Ae} 的 指派 如 下 : 


v(Al) 一 EE 

v(A2) 一 J 

v(Ae)= FF. 
我 们 来 计算 z(a). 首先 看 下 面 给 出 的 a 的 生成 树 . 


((A,—(AA)) (A: 人 和 人 AI) 一 A9)) 


(AA (ANADEAY 


NAN ~ 
A, (A Ao) CA As 


ZN > ~ 
A A, A， Ai 


了 F 了 T 
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从 树 的 底部 开始 , 给 树 中 的 每 一 个 顶点 :8 赋 真 值 5(8)， 因此 第 1 步 计算 
vo(A1— A6)) = 下 且 v((A2 人 Ai1))=T. 


接 下 来 , 我 们 计算 (A2 一 (Al 一 A6))) = 下, 依 此 类 推 , 最 终 可 以 得 到 5(a) = 工 


事实 上 , 这 个 计算 可 以 通过 一 个 更 为 简洁 的 方式 完成 . 首先 , 树 可 以 直接 使 用 真 值 作为 
顶点 : 


甚至 , 这 个 计算 还 可 以 简 缩 为 ( 带 括号 的 ) 一 行 : 


((A2 一 (Al 一 A6)) © ((A2 人 Al) 一 A6)). 
了 下 TT TTT FF 


定理 12A ”对 于 集合 5 的 任意 真 值 指派 v, 存在 唯一 的 函数 5:5 一 { 书 7 满足 前 述 的 
条 件 0~5. 


定理 的 全 部 证 明 将 会 在 1.3 节 和 1.4 节 中 给 出 , 不 过 ,由 前 面 的 例子 , 我 们 已 经 可 以 看 
出 这 个 定理 的 合理 性 . 在 证 明 的 存在 性 时 , 实际 上 最 关键 的 是 要 证 明 前 面 例 子 中 提 到 的 生 
成 树 的 唯一 性 . 

我 们 称 一 个 真 值 指派 v 满 足 (satisfy)p 当 且 仅 当 5(yp) = 工 . (当然 , 在 这 种 情况 下 , v 的 赋 
值 范 围 必须 包括 yp 中 出 现 的 所 有 命题 符号 . ) 现在 考虑 一 个 合式 公式 的 集合 (看 作 是 假设 前 
提 ) 和 另 一 个 合式 公式 +( 看 作 是 可 能 的 结论 ). 


定义 7 重 言 强 涵 (tautologically imply)r( 记 作 了 上 7)， 当 且 仅 当 满 足 2 中 每 个 合式 公 
式 的 真 值 指派 也 满足 7. 


该 定义 反映 了 这 样 一 个 直觉 : 一 个 结论 可 以 从 一 些 假设 条 件 推 出 , 是 指 在 假设 条 件 是 正 
确 的 前 提 下 , 得 到 的 结论 也 是 正确 的 . 

值得 我 们 关注 的 是 重 言 蕴涵 这 个 概念 的 几 个 特例 . 第 一 个 是 , > 取 空 集 g. 请 注意 , 任 
意 的 真 值 指派 都 能 够 满足 儿 中 的 元 素 ( 中 没有 元 素 , 当然 这 是 正确 的 ), 因此 我 们 有 必 上 Fr 
当 且 仅 当 每 个 真 值 指派 (要 求 对 7 中 出 现 的 所 有 命题 符号 都 有 指派 ) 都 满足 7. 这 时 我 们 称 
7 是 重 言 式 (tautology) ,， 记 作 上 7. 比如 , 在 刚才 的 例子 中 ,我 们 看 到 对 {Ai, A2, Ase} 的 一 
个 真 值 指派 能 够 满足 合式 公式 ((As 一 (Al 一 At)) 号 ((Az 人 Al) 一 Ae)). 事实 上 , 其 他 的 
7 个 指派 也 都 能 满足 该 合式 公式 ， 所 以 这 是 一 个 重 言 式 . 
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另外 一 个 特例 是 , 任意 一 个 真 值 指派 都 不 能 完全 满足 己 中 所 有 合式 公式 . 这 时 , 对 任意 
的 7, 工 片 7 也 必然 是 真 的 . 例如 ， 


{A, (CA)}F B. 
这 些 结果 中 没有 更 深 的 原理 , 都 是 我 们 前 面 定义 的 附带 结果 而 已 . 


例 {A,(A 一 B)} 上 B. 对 于 {A,B}, 我 们 有 4 个 真 值 指派 , 容易 验证 , 满足 A 和 
(A 一 B) 的 任意 指派 v 都 有 v(A) =v(B) = 了 工 . 这 样 , v 同样 也 满足 B. 


如 果 史 中 只 有 一 个 元 素 c, 我 们 用 记 法 “o 上 r” 取代 “{c} 上 7”. 如 果 cFr 和 7FFc 
同时 成 立 , 那么 c 和 称 为 重 言 等 价 的 (tautologically equivalent)( 记 作 o 上 局 7). 例如 , 在 
1.0 节 中 我 们 认为 合式 公式 (- (CVK)) 和 ((~ C) ^ (人 K)) 是 同一 个 句子 的 表述 , 我 们 可 以 
验证 二 者 是 重 言 等 价 的 . 

下 面 的 定理 我 们 将 在 1.7 节 中 给 出 证 明 . 


紧 致 性 定理 设 2 是 合式 公式 的 无 限 集合 , 如果 对 于 中 的 任意 有 限 子 集 >o, 都 存在 
一 个 真 值 指派 满足 >o 中 的 每 个 合式 公式 , 那么 , 就 存在 一 个 真 值 指派 满足 对 的 所 有 合式 公 
式 . . 


这 个 定理 也 可 以 简单 地 描述 成 : 如 果 忆 的 每 个 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 , 那么 2 本 身 也 
是 可 满足 的 . (熟悉 拓扑 学 的 读者 可 以 考察 称 其 为 “ 紧 致 性 定理 ”的 原因 , 这 确实 是 一 个 特定 
拓扑 空间 的 紧 致 性 . 在 积 空间 上 使 用 吉 洪 诺 夫 定理 可 以 证 明 这 个 定理 . ) 
1.2.1 真 值 表 

下 面 我 们 给 出 一 个 系统 的 过 程 ， 对 于 给 定 的 合式 公式 01,02,… ,ok 和 7， 来 验证 {01， 
02,… ,0k} 上 上 7 是 否 成 立 . 

特别 地 , 当 & = 0 时 ,就 变 成 验证 给 定 的 合式 公式 是 否 是 重 言 式 了 . 

作为 第 一 个 例子 , 证 明 


(- (A^B)) FF (0 A)Y (mB)). 


为 了 证 明 , 考察 {A,B} 所 有 的 4 个 真 值 指派 ， 如 下 表 所 示 (一 般 地 , n 个 命题 符号 的 真 值 指 
派 的 个 数 共 有 2" 个 ). 


INNp 
时 站 入 加 


这 个 表 可 以 加 上 (-(A 人 B)) 和 ((-A)v (-B)) 两 列 ,并 分 别 计算 这 两 个 合式 公式 的 真 
假 值 , 写 在 相应 的 位 置 上 ( 见 表 1-4). ( 表 1-4 中 最 左边 的 两 列 实际 上 是 无 需 列 出 的 . ) 可 以 看 
出 , 所 有 满足 (-(A 人 B)) 的 真 值 指派 (共有 3 个 ) 也 满足 ((-A) v (-B)), 反之 亦 然 . 

这 样 , 我们 就 有 (=(A 人 B)) 上 导 ((-A)V (~B)). 
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用 同样 的 方法 可 以 证 明 (-(A 信 B)) 上 ((-A) 信 (~B)). 实际 上 ,只 要 在 表 中 有 一 行 说 明 
存在 一 个 真 值 指派 满足 (-(A 人 B)) 而 不 能 满足 ((~A) 人 (~B)) 就 足够 了 . 
一 般 来 说 , 这 个 方法 效率 不 高 . 比如 ,要 证 明 


F(AV(BAC)) © (AVB)A(AVO))), 
我 们 仍 可 以 使 用 真 值 表 , 不 过 , 这 一 次 对 {A, B,C} 的 真 值 指 派 共 有 8 个 , 所 以 真 值 表 就 需 
要 有 8 行 . 简单 地 改进 一 下 , 这 个 繁琐 的 过 程 可 以 简化 为 


((AV(BAC)) © ((AVB)A(AvV CO))). 
TT A a A hl Be hs 
FFFF TT FFFF F 
FTTTTT FTTT FTT 


表 1-4 
A B (~ (A^B)) (A)V CGB)) 
TT TIT FTTT FTFFT 
人 F TTFEFF FTTTF 
F T TFFT TFTFT 
F F TFFF TFTTF 


在 第 1 行 中 , 假定 只 有 v(A) = 了 就 够 了 ,因为 对 于 这 个 合式 公式 已 经 提供 了 足够 的 
条 件 使 其 真 值 为 T， 接 下 来 的 各 行 假定 v(A) = F. 并 且 第 2 行 假定 v(B) = F, 这 也 能 够 
得 出 这 个 合式 公式 的 真 值 为 了 . 由 于 在 该 表达 式 中 B 与 C 是 对 称 的 ， 所 以 我 们 只 需 再 假定 
v(C) = 了 , 这 就 给 出 了 第 3 行 , 到 此 该 过 程 结束 . 

验证 下 面 的 重 言 式 , 我 们 使 用 上 述 的 方法 就 不 用 使 用 16 行 的 真 值 表 了 . 


((PAQ) 一 及) 一 S) 一 (了 一 玉 ) 一 S)). 
T TT 
F TT FFT 
TTT RRRF T TRRRF 


这 里 的 第 1 行 处 理 了 v(S) = 了 的 情形 ,第 2 行 处 理 了 v(P) = 下 或 者 v(Q) = FF 的 情形 , 第 
3 行 合 并 了 其 他 各 种 可 能 性 , 这 里 的 R 是 指派 给 R 的 一 个 真 值 , 瓦 取 与 R 相反 的 值 . 

显而易见 ,上 面 例子 中 的 公式 是 重 言 式 , 它 的 前 提 条 件 (表达 式 的 左边 ) 很 强 , 而 结论 则 
相对 比较 弱 . 这 样 ， 


(PAQ)EP, 
(PoRF(PAQ -BR), 
(((PAQ) 一 R) 一 S)F(P 一 R) 一 S). 


开发 有 效 的 方法 来 简化 繁琐 的 方法 ,对 于 用 机 器 证 明定 理 来 说 是 非常 重要 的 . 有 些 程 序 
要 求 检验 命题 逻辑 中 的 合式 公式 , 而 这 些 合式 公式 往往 会 包含 上 干 个 命题 符号 , 如 果 使 用 真 
值 表 的 方法 就 太 繁琐 了 . 因此 , 如 何 开 发 高 效 的 方法 已 经 成 为 当今 计算 机 科学 研究 的 一 个 领 
域 . 
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附注 ”如果 对 一 个 包含 ”个 命题 符号 的 合式 公式 使 用 完整 的 真 值 表 , 其 真 值 表 有 2” 行 . 
随 着 n 的 增长 , 2" 是 以 “指数 ” 增长 的 , 这 样 的 增长 速度 是 非常 难以 处 理 的 . 譬如 , 假定 以 
1 000 000 行 每 秒 的 速度 生成 真 值 表 (借助 计算 机 ), 当 n=80 时 , 那 就 需要 280us 生成 真 值 表 ， 
这 个 时 间 是 多 长 呢 ? 换算 成 以 年 为 单位 的 话 , 大 概 是 380 亿 年 , 而 字 宙 至 今 也 只 存在 了 大 概 
150 亿 年 . 结论 就 是 230hs 超过 了 字 宙 到 现在 的 存在 时 间 ! 

有 没有 快 一 些 的 方法 呢 ? 对 于 给 定 的 含有 个 命题 符号 的 合式 公式 a, 确定 它 是 不 是 重 
言 式 ， 有 没有 只 需要 10n5hs 左右 的 一 般 方法 ? (或 者 其 他 的 n 的 多 项 式 函数 时 间 , 而 不 是 指 
数 函 数 ). (如 果真 有 这 样 的 方法 , 那么 当 n=80 时 , 10n5 ps 也 不 过 就 是 9 h. ) 这 些 问题 的 答 
案 是 否 存 在 不 得 而 知 ,然而 大 家 普遍 认为 这 样 的 方法 是 不 可 能 存在 的 , 此 类 问题 被 称 为 “P 
与 NP 问题 *, 是 现代 理论 计算 机 科学 中 最 著名 的 难题 . 


1.2.2 ”典型 的 重 言 式 
(1) A、V、 全 的 结合 律 和 交换 律 . 


(2) 分 配 律 : 
((A 和 (BVOCO)) 一 ((AAB)V(AAC))). 
((AV(BAC)) © ((AVvB)A(AvVO))). 
(3) 否定 : 
((-(-A)) © A). 
(mA 一 B)) © (AA(-B))). 
((-(A 一 B)) 全 (AAACB))V(mA) 和 AB))， 
((n(AAB)) 一 ((-A)Y (-B)). 
((-(AVB)) © (A)A(-B))). 
(4 其 他 . 
排 中 律 : (A Vv (-A)). 
矛盾 律 : (~-(A 人 (~-A))). 
道 否 律 : ((A 一 B) 司 ((-B) 一 (~-A))). 
输出 律 : (((AAB) 一 C) 一 (A 一 (B 一 C 〇 ))) 
习题 
1. 证 明 下 列 两 个 公式 中 的 任何 一 个 都 不 能 够 重 言 蕴涵 另 一 个 : 


(A ~ (B ~ ©)), 
((A 和 (BAC))YV ((—A) A ((-B) A (0)))) 
提示 : 只 需要 两 个 真 值 指派 , 而 不 是 8 个. 
2. (a) (((P 一 Q) 一 卫 ) 一 卫 ) 是 重 言 式 吗 ? 
(b) 递归 定义 ck 如 下 : oo = (P 一 Q),ok+1 = (ck 一 卫 ). 试 确定 对 哪些 k, cx 是 重 言 式 ?((o) 对 应 的 
是 k=2 的 情形 . ) 


CD 


Cn 


| 


© 
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(a) ((P 一 Q) Y (Q 一 也 )) 是 否 是 重 言 式 ? 


(b) (PAQ) 一 R) 是 不 是 重 言 草 涵 了 (( 了 一 有)V(Q 一 卫 ))? 


- 证 明 


(a) Zia 上 FAB 当 且 仅 当 卫 FF (a 一 四 ). 
(b) a 上河 6 当 且 仅 当 F (a = 6B). 
(提示 : 2; a = 卫 U{fal 是 开 加 上 新 元 素 a 构成 的 集合 . ) 


. 证 明 或 者 反驳 下 列 断 言 : 


(a) 如 果 允 上 a 或 者 区 上 6, 那么 有 了 FF (a vB). 
(b) 如 果 三 上 (av 8B), 那么 了 Fa 或 者 了 FF 6. 


. 证 明 


(a) 如 果 两 个 真 值 指派 v1 和 vo 与 在 合式 公式 a 中 出 现 的 命题 符号 的 指派 是 一 致 的 , 那么 而 (a) = 
52(Q). (使 用 归纳 法 则 . ) 

(b) 设 3 是 包含 在 己 条 中 出 现 的 命题 符号 的 集合 . 试 证 明 克 上 7 当 且 仅 当 3 的 每 个 真 值 指派 只 要 
满足 马 中 的 每 个 元 素 也 就 满足 7. 

(由 (a) 很 容易 得 到 这 个 结果 , (b) 的 意义 在 于 : 我 们 无 需 担心 一 个 真 值 指派 是 否 为 所 有 命题 符号 都 给 

出 了 赋值 ， 而 只 要 对 用 得 着 的 命题 符号 赋 了 值 就 够 了 . 例如 ， 想 要 对 所 有 命题 符号 给 出 真 值 指派 ， 

难 在 可 能 有 无 限 多 个 命题 符号 ， 甚 至 可 能 有 不 可 数 个 命题 符号 . ) 

假定 你 居住 在 某 个 名 上 , 岛 上 的 居民 总 是 说 真 话 或 者 总 是 说 假 话 . 一 天 , 你 走 到 一 个 岔路 口 想 要 知道 

哪 条 路 通 往 城镇 . 恰好 有 一 个 当地 居民 路 过 , 但 是 他 只 有 时 间 回 答 一 个 是 或 者 不 是 . 你 需要 问 一 

个 什么 样 的 问题 才能 知道 该 走 哪 条 路 ? 提示 : 造 表 . 


. (置换 )ai, a2,-… 一 个 合式 公式 的 序列 , 对 每 个 合式 公式 p, 令 p* 是 用 an 置换 An( 对 所 有 mn) 后 得 到 


的 结果 . 

(a) 设 v 是 所 有 命题 符号 的 真 值 指派 ， 定 义 为 满足 u(An) = 5(an) 的 真 值 指派 , 证明 (yp) = 
5(p*) 使 用 归纳 法 . 

(b) 证 明 如 果 9” 是 重 言 式 , 那么 yp* 也 是 . (例如 , ((AAB) 一 (BAA)) 是 一 个 重 言 式 , 因此 对 任意 的 
合式 公式 a、 6, 通过 置换 可 得 ((a 人 6) 全 (5 人 ao)) 是 重 言 式 . ) 

(对 偶 性 ) 设 a 是 一 个 合式 公式 , 其 连接 符号 为 人 V.、 一 . 设 a* 是 将 a 中 人 与 v 对 换 , 同时 将 每 个 命 

题 符号 用 其 否定 代替 . 证明 a* 重 言 等 价 于 (~a). 使 用 归纳 法 . 

说 明 : 这 意味 着 如 果 ac F 寺 8 那么 a* 上 和 6”. 


10. 我 们 说 合式 公式 集合 2 与 22 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 合式 公式 a 有 Zi F a 当 且 仅 当 


2 瞩 a. 称 合式 公式 集合 忆 是 独立 的 当 目 仅 当 其 中 任意 一 个 合式 公式 都 不 能 被 也 中 的 其 他 合式 
公式 重 言 蕴 涵 . 试 证 明 以 下 结论 : 
(a) 有 限 的 合式 公式 集合 都 存在 一 个 独立 的 等 价 子 集 . 
(b) 无 限 的 合式 公式 集合 不 一 定 存在 独立 的 等 价 子 集 . 
“(c) 令 卫 = {at cj 证 明 存在 独立 的 等 价 集合 并. (由 (b) 可 知 , 一 般 情况 ,2 S 2 是 不 正确 的 .) 


11. 证 明 真 值 指派 v 满足 合式 公式 


(…(Ale A2) .ec An) 


当 上 且 仅 当 有 偶数 个 i(1 < i < n), 使 得 v(Ai) = F. (由 ~ 的 结合 律 , 括号 的 位 置 无 关 紧 要 . ) 


12. 有 3 个 杀人 嫌疑 犯 : Adams、Brown 和 Clark. Adams 说 “不 是 我 杀 的 . 死者 是 Brown 的 老狼 人 . 


Clark 仇恨 他 . ”Brown 说 “不 是 我 杀 的 . 我 根本 不 认识 死者 ,而 且 案 发 的 那个 星期 我 不 在 本 地 . ” 
Clark 说 “不 是 我 杀 的 . 那天 我 在 市 区 看 见 Adams、Brown 和 死者 在 一 起 , 必定 是 他 们 中 的 一 个 人 
干 的 . ”如 果 无 党 的 人 说 的 都 是 实话 ,而 杀人 犯 可 能 不 说 实话 . 请 问 谁 是 杀人 犯 ? 
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13. 网 球 杂志 的 一 则 广告 宣称 “如 果 我 不 在 打 网 球 , 那么 我 就 在 看 网 球 . 如 果 我 不 在 看 网 球 , 那么 我 就 


在 看 网 球 杂志 . ”假定 说 这 话 的 人 不 能 同时 做 两 件 以 上 的 事 ,， 那么 他 在 做 什么 ? (翻译 成 形式 语言 ， 


考虑 可 能 的 真 值 指派 . ) 
14. 设 3 是 所 有 命题 符号 的 集合 , 假定 v : 3 一 {FT} 是 真 值 指派 . 证 明 最 多 存在 一 个 v 的 扩展 5 满足 
本 节 开 始 所 列 的 0~5 的 条 件 . (假定 有 两 个 扩展 吉 , 52, 使 用 归纳 法 证 明 两 个 扩展 相等 . ) 
15. 下 面 三 个 公式 中 ,哪个 能 够 重 言 蕴涵 另外 一 个 ? 
(a) (A 一 B). 
(b) mA 一 B) 一 人 GEB 一 全))). 
(c) (CA)YB)A(AY (mB))). 


1.3 ”解析 算法 


在 分 析 合式 公式 时 , 我 们 使 用 括号 来 消除 其 语义 的 模糊 性 , 本 节 的 目的 是 证 明 这 样 做 的 
正确 性 . (作为 真 值 指派 v 的 扩展 5 是否 存在 取决 于 是 否 能 够 消除 其 模糊 性 *.) 
首先 考虑 的 是 不 包括 括号 的 情况 . 我 们 用 下 面 的 合式 公式 作为 例子 来 说 明 其 模糊 性 ; 


AlV A>, 人 A;, 


这 个 公式 对 应 于 两 种 不 同 的 构成 形式 , 即 ((AlV A2) 人 As) 和 (AlV (A2 人 人 As)). 如 v(Al) = 
T,v(As) = 下 , 那么 在 计算 5(A1V As 人 As) 时 就 会 出 现 矛 盾 ， 

我 们 要 证 明 在 使 用 括号 后 这 种 模糊 性 是 可 以 消除 的 ， 并 且 每 个 合式 公式 有 唯一 的 构成 
形式 . 可 能 会 有 人 认为 这 无 关 紧要 . 如 果 不 能 够 证 明 , 我 们 可 以 通过 人 简单 改 用 另外 一 种 符号 
记 法 来 达到 目的 . 例如 , 可 以 使 用 有 序 对 (~,a) 和 有 序 三 元 组 (a, 信 , 8) 之 类 的 符号 来 取代 通 
过 连接 的 方式 构造 公式 的 方法 . (事实 上 ， 这 是 一 种 非常 精简 的 方法 ， 但 是 不 符合 我 们 的 习 
惯 . ) 这 样 , 每 个 公式 都 有 了 唯一 的 分 解 方 法 . 然而 , 下 面 我 们 要 做 的 是 证 明 没 必要 这 样 做 . 


引 理 13A ”每 个 合式 公式 具有 同样 多 的 左 括号 和 右 括号 . 
证 明 在 1.1 节 中 , 我 们 已 经 把 它 作为 一 个 例子 证 明 过 了 . 图 


引 理 13B 合式 公式 的 任意 一 个 真 的 初始 段 含 有 的 左 括号 多 于 右 括号 . 这 样 , 真 的 初始 
段 不 会 成 为 一 个 合式 公式 . 

证 明 对 具有 该 性 质 (初始 段 的 左 括号 多 ) 的 合式 公式 的 集合 5 使 用 归纳 法 . 只 包括 一 
个 命题 符号 的 合式 公式 没有 符合 条 件 的 真 的 初始 段 ， 显 然 是 成 立 的 . 验证 5 在 EA 的 作用 下 
是 封闭 的 , 考虑 9 中 的 a 与 6. (a 人 ^6) 的 真 的 初始 段 如 下 : 

(D) (. 

(2) (ao, 这 里 的 ao 是 a 的 真 初始 段 . 

(3) (a. 

(4) (a 人. 

(5) (a 人 fo, 这 里 的 Po 是 B 的 真 初始 段 . 


1. 已 经 接受 5 的 存在 性 的 读者 几乎 可 以 忽略 这 一 节 , 但 最 后 一 部 分 仍然 是 有 用 的 ， 它 是 关于 括号 省 略 的 问题 


22 第 1 章 命题 逻辑 


(6) (CA 0. 
使 用 归纳 假设 , a、 6 在 5S 中 (第 2 种 和 第 5 种 情况 ), 结论 显然 是 正确 的 . 对 其 他 几 种 形式 
的 运算 , 讨论 过 程 类 似 . 加 
1.3.1 解析 算法 


对 于 给 定 的 表达 式 ,我 们 现在 要 描述 下 面 的 过 程 : (1) 确定 该 表达 式 是 否 是 合法 的 合式 
公式 ; (2) 如 果 是 , 使 用 命题 符号 和 公式 构造 运算 建立 它 的 生成 树 . 另外 , 还 要 验证 这 棵 树 是 
否 是 由 这 个 合式 公式 唯一 确定 的 . 这 一 点 能 够 保证 使 用 足够 多 的 括号 就 能 消除 模糊 性 . 

假定 有 一 个 表达 式 , 我 们 要 使 用 该 表达 式 向 下 生成 一 棵 树 . 最 初 , 树 只 有 一 个 顶点 ， 随 
着 生成 过 程 的 进行 , 树 开始 从 给 定 的 表达 式 开始 向 下 生长 . 比如 , 在 1.1 节 中 的 例子 就 是 这 
样 . ; 

该 算法 包括 以 下 4 步 : 

(1) 当 树 的 底部 只 有 命题 符号 时 ,过 程 结束 . (给 定 的 表达 式 确 实 是 合式 公式 ,并 且 树 已 
经 生成 . ) 否则 , 选择 其 中 一 个 非 命题 符号 的 表达 式 继续 进行 . 

(2) 第 1 个 符号 必定 : 是 (. 第 2 个 符号 如 果 是 否定 符号 则 转 到 第 4 步 ， 否 则 转 到 第 3 
步 . 

(3) 从 左边 开始 扫描 表达 式 , 直到 遇 到 (a 为 止 , 这 里 的 a 是 指 一 个 非 空 的 左右 括号 平 
衡 的 表达 式 ?. 则 a 是 两 个 组 成 部 分 中 的 第 一 个 , 下 一 个 符号 必定 是 ^、V、 一 或 者 ~ 中 的 
一 个 , 这 是 基本 的 联结 符 . 剩 下 的 部 分 是 8), 一 定 ! 包括 一 个 表达 式 6 和 一 个 右 括号 . 在 当 
前 树 下 添加 两 个 新 的 顶点 : a 是 “ 左 孩 子 ”节点 , 8 是 “ 右 孩 子 ”节点 . 返回 第 1 步 ， 

(4) 表达 式 的 前 两 个 符号 是 (--. 表达 式 的 剩余 部 分 是 6), 一 定 ! 包括 一 个 表达 式 8 和 一 
个 右 括号 ). 在 当前 树 下 添加 一 个 新 的 顶点 : 8 是 孩子 节点 . 返回 第 1 步 . 

以 下 是 关于 这 个 算法 的 正确 性 的 讨论 . 

首先 , 对 于 任意 给 定 的 表达 式 , 算法 会 在 有 限 步 内 结束 . 这 是 因为 所 有 顶点 对 应 的 表达 
式 都 比 其 上 一 级 的 表达 式 短 , 因此 树 的 深度 可 以 由 给 定 的 表达 式 的 长 度 限定 . 

其 次 ,整个 过 程 的 选择 都 是 唯一 的 . 比如 , 在 第 3 步 得 到 一 个 表达 式 a. 我 们 不 可 能 得 
到 一 个 比 a 更 短 的 表达 式 , 原因 在 于 比 它 短 的 式 子 不 可 能 是 左右 括号 平衡 的 ( 引 理 13A). 也 
不 可 能 得 到 一 个 比 a 更 长 的 表达 式 ， 那 样 的 话 就 会 得 到 一 个 括号 平衡 的 初始 段 (违背 引 理 
13B). 因此 , 我们 得 到 的 肯定 是 a. 同时 ， 联 结 符号 也 是 别 无 选择 的 . 这 样 算法 构造 的 树 就 
是 唯一 的 . 

再 次 , 如 果 算 法 处 理 的 是 脚注 所 述 的 表达 式 , 那么 表达 式 就 不 是 合式 公式 一 一 算法 拒绝 
处 理 这 样 的 表达 式 . 因为 在 这 种 情况 下 , 无 法 生成 树 . 

最 后 , 如 果 算 法 没有 过 到 脚注 所 述 的 表达 式 , 那么 给 定 的 表达 式 确实 是 一 个 合法 的 合式 
公式 . 这 是 由 于 可 以 根据 算法 得 到 该 合式 公式 对 应 的 树 , 由 归纳 可 知 , 每 个 顶点 都 对 应 一 个 
合式 公式 , 根 亦 如 此 ， 

上 述 的 第 二 条 人 允许 我 们 在 形式 语言 中 使 用 足够 多 的 括号 ; 每 个 合式 公式 都 对 应 唯一 的 
一 棵 树 . 我 们 的 形式 语言 具有 “唯一 可 读 性 ”, 合式 公式 有 唯一 的 树 与 之 对 应 , 而 且 我 们 也 

1， 和 否则 , 表达 式 就 不 是 合式 公式 , 算法 拒绝 处 理 非 合 式 公式 的 表达 式 . 

2， 如 果 表 达 式 结束 时 没有 找到 满足 条 件 的 a, 那么 表达 式 不 是 合式 公式 , 算法 拒绝 处 理 非 合 式 公式 的 表达 式 . 
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知道 构造 该 树 的 方法 ,只 要 有 足够 的 空间 , 我 们 就 可 以 执行 这 个 算法 . 

现在 我 们 回 到 真 值 指派 v 的 扩展 5 的 存在 性 问题 上 来 : 树 的 唯一 性 是 这 个 问题 的 关键 . 
对 于 任意 的 合式 公式 p， 只 能 构造 出 唯一 的 一 棵 树 . 给 树 中 的 每 个 顶点 按照 5(a) 进行 真 值 
指派 ， 可 以 明确 地 得 到 一 个 5(y) 的 值 . 该 算法 的 功能 满足 1.2 节 中 的 条 件 0~5. 不 仅 如 此 ， 
对 于 给 定 的 及 v 在 命题 符号 中 的 赋值 , 我 们 也 就 知道 计算 5(y) 的 方法 . 

按照 定理 12A 中 所 述 , 我 们 可 以 使 用 解析 算法 建立 一 个 函数 5. 并 且 仅 有 一 个 这 样 的 函 
数 5, 可 与 1.2 节 的 习题 14 进行 比较 . 

5 的 存在 性 成 为 我 们 的 焦点 的 原因 是 , 在 1.2 节 中 6 是 用 递归 的 方式 描述 的 . 即 5(y) 是 
通过 函数 亏本 身 对 较 小 的 公式 的 赋值 计算 得 到 的 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 使 用 递归 的 方法 更 一 
般 地 定义 函数 . 通过 更 抽象 的 处 理 , 可 以 更 好 地 减少 风险 . 

1.3.2 ”波兰 记 法 
不 使 用 括号 , 也 可 以 避免 模糊 性 . 这 可 以 通过 一 个 非常 简单 的 方法 实现 . 比如 , 可 以 用 
人 QB 代替 (a 人 6). 设 P 合式 公式 的 集合 是 由 命题 符号 和 5 种 运算 得 到 的 : 
D-(a) = -oa， DV(a,P) = vap, 
D(a, DB) = Aap, D_,(a, 6) = 一 op, 
D(a,P) = 一 op. 
例如 , 一 个 P 合式 公式 为 


一 人 ADY -B 一 CB. 


很 明显 , 我 们 需要 一 个 算法 来 分 析 公 式 的 结构 . 即使 是 很 短 的 公式 , 也 需要 知道 它 是 如 
何 构造 出 来 的 . 2.3 节 给 出 了 针对 这 类 表达 式 的 唯一 可 读 性 定理 . 

波兰 的 逻辑 学 家 Lukasiewicz 首先 使 用 这 种 书写 公式 的 方法 (不 过 他 不 是 使 用 一、 人 、V、 一 
和 一 这 些 符号 , 而 是 使 用 N、K、A、C 和 E), 这 种 记 法 适 于 自动 处 理 过程 . 计算 机 编译 器 
往往 首先 要 将 公式 转化 为 波兰 记 法 再 进行 处 理 . 
1.3.3 “省略 括号 

今后 , 在 书写 合式 公式 时 ,不 必 写 出 每 一 个 括号 . 为 了 使 公式 更 加 人 简洁 紧 姿 ,我们 采用 
以 下 约定 : 

(1) 最 外 层 的 括号 可 以 省 略 . 比如 , 用 A 人 人 B 表示 (A 人 ^B). 

(2) 否定 符号 外 面 的 括号 可 以 尽量 省 略 . 例如 , -~ A 人 B 就 是 (- A)^ B, 即 ((~ A) 信 B)， 
但 不 是 ( (A 人 B)). 

(3) 应 用 析 取 与 合 取 符 号 时 , 尽 可 能 保持 公式 的 简短 . 例如 ， 


A 和 AB 一 -CvD 即 ((A 人 ^B)—((~ COC)vD)). 
(4) 重复 使 用 同一 种 连接 符号 时 ， 先 计算 右边 . 


aqABAY 即 awA(GA7， 
a 一 0 一 TY 即 a 一 (6 一 7 


| 32 | 
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必须 承认 的 是 这 些 约定 违背 了 前 面 我 们 说 的 表达 式 的 形成 规则 . 我 们 可 以 不 再 使 用 那 
些 形成 规则 ， 因 为 我 们 对 非 合 式 公 式 的 形成 没有 任何 兴趣 . 


习题 


使 用 本 节 最 后 的 约定 重 写 1.2 节 结 尾 处 列 出 的 重 言 式 , 减少 公式 中 的 括号 数量 . 
给 出 合式 公式 a 和 6 及 表达 式 与 6 的 例子 , 使 得 (AD) = (YA 人 但 a 关 7 
. 证 明 引 理 13B 中 关于 运算 E- 的 情形 . 

. 假定 将 合式 公式 的 定义 修改 为 去 掉 其 中 所 有 的 右 插 号 . 对 于 


Or 


(A 和 (~ B))— (CvD)) 


我 们 写成 

(A 和 -Bo—(CVvD. 
证 明 这 种 记 法 具有 唯一 可 读 性 ( 即 每 个 合式 公式 只 有 一 个 可 能 的 分 解 方法 ). 提示 : 这 种 表达 式 具 有 
的 括号 数 和 联结 符号 数 相同 . 
. 汉语 中 经 常 使 用 二 部 连接 词 (two-part connective):“…… 和 …… ” 《要么 …… 要 么 -…… ” 《如 果 …… 那 
么 ……”, 这 种 表达 方法 对 汉语 的 唯一 可 读 性 有 什么 影响 ? 
我 们 已 经 给 出 一 种 自 上 而 下 生成 树 的 算法 来 分 析 合 式 公 式 . 当然 这 样 的 树 也 可 以 用 自 下 而 上 的 方法 
来 构造 . 这 要 通过 扫描 公式 的 最 内 层 的 括号 对 来 实现 . 请 给 出 这 种 算法 的 一 个 完整 描述 . 
假定 左右 括号 是 无 法 区 分 的 , 如 用 | av | 8 和 YY | | 取代 (a Vv (8 和信)). 公式 是 否 还 具有 唯一 可 读 性 ? 


CT 


By 


Ey 


1.4 ”归纳 与 递归 ! 


1.4.1 “归纳 


归纳 是 一 类 经 常 出 现在 逻辑 和 数学 其 他 分 支 中 的 特殊 的 构造 方法 . 通过 对 集合 U 的 某 
些 初始 元 素 重复 使 用 几 种 运算 ， 可 以 构造 U 的 一 个 特定 的 子 集 . 这 个 子 集 是 包含 初始 元 素 
的 最 小 集合 ,并 且 它 对 相应 的 运算 是 封闭 的 . 其 中 的 元 素 可 以 通过 对 U 中 的 初始 元 素 有 限 
次 地 使 用 相关 运算 而 得 到 . 

在 我 们 感 兴趣 的 特例 中 , U 是 一 个 表达 式 的 集合 , 它 的 初始 元 素 是 命题 符号 , 相关 运算 
是 6-,, EA, 等 . 这 样 构造 出 来 的 就 是 合式 公式 的 集合 . 后 面 , 我 们 将 会 碰 到 其 他 的 一 些 特殊 
例子 , 会 有 助 于 我 们 更 抽象 地 理解 目前 的 特例 . 

为 了 简化 讨论 过 程 ， 我 们 考虑 初始 集合 B CU 和 只 包含 两 个 函数 f 与 9 的 函数 类 丰 ， 
其 中 ， 

f:UxU—U, g:U—U. 


即 是 UV 上 的 二 元 运算 , 而 9 是 一 元 运算 . (事实 上 ,入 可 以 是 无 限 的 . 这 里 我 们 讨论 的 简 
化 情形 可 以 应 用 到 更 为 广泛 的 情形 中 . 天 可 以 是 U 上 任意 关系 的 集合 , 第 2 章 中 用 得 会 更 
多 一 些 . 这 里 的 例子 是 为 了 易于 理解 ,并且 足以 表达 一 般 的 思想 就 够 了 . 习题 3 给 出 了 更 一 
般 的 情形 . ) 


1， 本 节 中 涉及 的 概念 是 非常 重要 的 , 经常 应 用 在 数学 的 各 个 领域 中 . 读者 可 以 选择 稍 后 再 阅读 本 节 , 但 是 最 好 不 
要 跳 过 本 节 . 
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若 集 合 B 包括 元 素 a 和 b, 那么 在 我 们 想 构 造 的 集合 C 中 要 有 以 下 元 素 (当然 , 不 止 这 
些 )， 


b, f(b,b), g(a), f(g(a), f(b,b)), g(f (g(a), f(b,b))). 


当然 , 这 些 元 素 可 能 会 有 重复 . 其 基本 思想 可 以 这 样 类 比 : 有 了 砖头 和 泥 灰 , 集合 C 就 
是 使 用 这 些 原料 做 出 来 的 一 切 东 西 . 

对 C 的 规范 定义 有 两 个 .“ 自 上 向 下 ”的 定义 如 下 : 我 们 称 U 的 子 集 5 在 f 和 g 的 作 
用 下 是 封闭 的 当 且 仅 当 只 要 zz 与 y 属 于 5S, 那么 ftz,y) 和 g(z) 也 属于 5. 称 5 是 归纳 的 
当 且 仅 当 BC 5 并 且 5 在 f 和 9g 的 作用 下 是 封闭 的 . 令 C* 是 U 的 所 有 归纳 子 集 的 交集 ， 
则 ze C* 当 且 仅 当 z 属于 U 的 每 个 归纳 子 集 . 不 难看 出 C* 本 身 也 是 归纳 的 . 另外 ,由 于 
C* 包含 在 其 他 任意 一 个 归纳 子 集中 , 所 以 它 是 最 小 的 . 

第 二 个 (也 是 等 价 的 ) 定义 是 “ 自 下 而 上 ?给 出 的 . 设 C, 是 由 B 中 的 元 素 有 限 次 使 用 f 和 
9 得 到 的 所 有 元 素 的 集合 . 临时 定义 一 个 构造 序列 是 U 中 元 素 的 有 限 序列 (zl 22,…… ,zn)， 
使 得 对 每 个 i < n, 它 至 少 满足 以 下 三 条 之 一 : 


Tit B, 
zi 二 f(zj,zk) 对 于 某 些 7 <i,k < 
Zi = g(z;) 对 于 某 些 了 < 1 


换 句 话说 ,序列 中 的 每 个 元 素 或 者 在 B 中 , 或 者 是 f 和 9 对 序列 中 出 现在 该 元 素 前 的 某 
些 元 素 作用 的 结果 . 设 z 是 某 个 构造 序列 中 的 最 后 一 个 元 素 ，C* 是 所 有 这 样 的 z 组 成 的 集 


合 


设 Cn 是 构造 序列 长 度 为 n 的 最 后 一 个 元 素 是 x 的 集合 , 那么 C1 = B， 
C1CC2 CCCsC..., 


并 且 Cs = U Cn. 例如 ,，g(f(a, f(b,5))) 在 Cs 中 , 因而 也 在 C 中 , 这 可 以 通过 构造 下 面 的 
树 来 证 明 ， 


g (f(a, f(b, b))) 


f(a, f(b, 5b)) 

a f(b, b) 
"A 
b b 


将 这 棵 树 压缩 成 线性 序列 ,我们 就 可 以 得 到 g(f (a, f(b,5b))) 的 构造 序列 . 
例 (1) 自然 数 . 设 U 是 实数 集 , B = {0}, 运算 5 定义 为 S(z) =z+1, 则 
Cs {0, 1,2,.……}. 


C 是 自然 数 集 , 恰好 是 从 0 开始 反复 使 用 后 继 运 算得 到 的 数 的 集合 . 
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(2) 整数 . 设 U 是 实数 集 ，B = {0}, 这 次 使 用 两 种 运算 : 后 继 运算 5(z) = = 十 1 和 前 驱 
运算 P(z) =z 一 1. 则 C, 包括 所 有 的 整数 ， 


Cu = {… ,一 2, 一 1 0,1,2, 


注意 ; C. 的 元 素 2 有 不 止 一 种 生成 方式 , 如 5S(S(0)) 和 S(P(S(S(0)))). 

(3) 代数 函数 . 设 U 是 所 有 的 定义 域 与 值 域 都 是 实数 集 的 函数 的 集合 ,，B 包括 恒 等 函 数 
和 所 有 常 值 函数 . 令 大 包含 (函数 的 ) 加 、 减 、 乘 、 除 和 求 根 运算 . 则 C* 是 代数 函数 类 . 

(g 合式 公式 . 设 U 是 所 有 表达 式 的 集合 ，B 是 命题 符号 的 集合 . 三 含有 表达 式 上 的 5 
种 公式 构造 运算 : E-,, EA, Ev, E-,, 5 则 Cs 是 合式 公式 的 集合 ， 


下 面 我 们 验证 前 面 的 两 个 定义 实际 上 是 等 价 的 , 即 C* = C. 

首先 验证 C* C C，. 我 们 只 需 证 明 C* 是 归纳 的 , 即 B S C 并 且 C 在 函数 作用 下 是 
封闭 的 . 显然 B = C1 SC 如 果 z 和 Y 都 在 C 中 , 那么 将 其 构造 序列 进行 连接 ,并 添加 
一 个 新 的 元 素 f(z,y), 这 样 我 们 就 得 到 一 个 新 的 构造 序列 ， 并 将 f(x,y) 加 在 了 C 中 . 类 似 
地 , C, 在 9 的 作用 下 也 是 封闭 的 . 

最 后 , 还 要 证 明 C, C C*, 这 就 要 考察 C* 的 一 个 元 素 和 它 的 构造 序列 (zo,… ,zn). 对 
i 进行 归纳 , 可 以 得 到 mm €E C* (i < n). 首先 , zo € B CC*. 至 于 归纳 步骤 我 们 可 以 使 用 C* 
在 运算 作用 下 封闭 的 特性 . 这 样 , 就 得 到 


Uc = c, = C0* = 门 {515 是 归纳 的 }. 


(附加 说 明 , 公理 集合 论 中 自然 数 通常 是 自 上 而 下 定义 的 . 如果 把 我 们 现在 学 习 的 内 容 
嵌入 到 公理 集合 论 中 ,那么 Cu (利用 有 限 性 得 到 自然 数 的 定义 ) 的 定义 与 C* 的 定义 就 不 会 
有 真正 的 区 别 了 , 可 是 ,我 们 现在 不 是 在 学 习 公理 集合 论 ， 而 是 非 形式 化 的 数学 . 并 且 自 然 
数 的 概念 也 是 可 靠 的 、 直 观 易 懂 的 . ) 

由 于 C* = C., 我 们 可 以 简单 地 使 用 C 来 表示 由 B 中 的 元 素 通 过 入 中 的 运算 得 到 的 集 
合 . 今后 , 经 常会 使 用 以 下 原理 来 证 明 结论 ， 


归纳 法 则 假设 C 是 由 B 中 的 元 素 通过 三 中 的 函数 生成 的 , 若 5 是 C 的 子 集 , 5 包 
含 召 并 且 在 大 中 的 运算 作用 下 是 封闭 的 , 那么 3 = C. 


证 明 5 是 归纳 的 , 因此 C = C* C 5. 易 得 . 国 


当然 ， 上面 的 例 4 是 我 们 感 兴趣 的 特例 . C 是 由 命题 符号 和 公式 构造 运算 生成 的 合式 
公式 的 类 , 这 个 例子 具有 有 趣 的 特点 . a 与 8 都 是 EA(a, 6), 即 , a 人 6 的 真子 段 , 更 一 般 地 ， 
从 合式 公式 的 生成 树 可 以 看 出 每 个 组 成 部 分 都 是 最 终结 果 的 真子 段 . 


(A,V(A—A,)) 


A, (As—A,) 


en 
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例如 ,对 于 仅 用 到 {A2z, As, As} 中 的 命题 符号 和 {-, 一 } 中 的 联结 符 的 表达 式 , 我 们 暂 
且 称 之 为 特定 表达 式 , 那么 非特 定 的 表达 式 可 能 会 用 到 As 和 EA. 事实 上 , 每 个 特定 的 合式 
公式 都 属于 由 {A2, As, As} 通过 运算 £6-,E_, 生成 的 集合 Cs 中 . (可 以 使 用 归纳 法 则 证 明 每 
个 合式 公式 或 者 属于 Cs 或 者 不 是 特定 的 . ) 
1.4.2 ”递归 


现在 来 考虑 更 抽象 的 情形 . 设 有 集合 U( 比 如 是 所 有 表达 式 的 集合 ), U 的 子 集 B( 比 如 是 
命题 符号 的 集合 )， 和 两 个 函数 f 和 g, 其 中 


f:UxU—U,g:U—U. 


C 是 由 也 在 函数 f, 9 作用 下 生成 的 集合 . 

现在 我 们 来 递归 地 定义 一 个 C 上 的 函数 . 假定 有 

(1) 对 于 z e B, 计算 h(z) 的 规则 . 

(2a) 利用 h(z) 和 hly) 计算 (f(z,y)) 的 规则 . 

(2b) 利用 h(z) 计算 h(g(z)) 的 规则 . 

(如 1.2 节 中 讨论 的 情形 , 其 中 及 是 B 的 一 个 真 值 指派 的 扩展 . ) 不 难看 出 ,最 多 有 一 个 
C 上 的 函数 满足 所 有 给 定 的 要 求 . 

然而 , 也 有 因为 规则 的 矛盾 而 导致 这 样 的 函数 h 不 存在 的 情形 . 例如 , 设 


U = 实数 集 
B= {0} 
f(z,Yy)=7.Y 

9g(Z) 一 Z 十 1 


那么 C 就 是 自然 数 集 . 假如 对 有 h 加 上 以 下 要 求 ; 

(1) h(0) = 0. 

(2a) h(F(z,9)) = fh(z), h(y)). 

(2b) h(g(x)) = h(z) + 2. 
那么 满足 条 件 的 函数 h 就 不 存在 了 . ( 试 计算 h(1), 请 注意 同时 有 1 = g(0) 和 1 = f(g(0)， 
g(0)). ) 

代数 中 也 会 有 类 似 的 情形 !. 设 群 G 是 由 B 和 群 的 乘法 运算 及 逆 运 算 生 成 的 ， 那么 从 
B 到 群 的 任意 映射 不 一 定 能 够 扩展 成 从 整个 群 G 到 HH 的 同 态 . 但 是 , 如 果 G 恰好 是 以 
B 为 生成 集 的 自由 群 ,那么 这 个 映射 就 可 以 扩展 为 群 同 态 . 

称 C 是 由 B 在 f 和 9g 的 作用 下 自由 生成 的 , 当 且 仅 当 除了 满足 生成 的 要 求 外 , f 和 9 
在 C 上 的 限制 fc 和 gc 必须 满足 以 下 条 件 : 

(1) fc 和 gc 是 一 对 一 的 . 

(2) fc 的 值 域 , gc 的 值 域 和 集合 B 是 两 两 不 交 的 . 


1. 我 们 希望 这 些 例子 对 于 有 代数 基础 的 读者 有 用 . 其 他 读者 了 解 这 些 例子 仅 用 于 说 明 问 题 , 不 是 本 课程 的 核心 内 
容 即 可 . 
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本 节 的 主要 结论 是 递归 定理 , 它 说 明了 如 果 C 是 自由 生成 的 , 那么 B 上 的 函数 h 总 是 
可 以 扩展 到 C 上 的 函数 h, 且 满 足 上 述 规则 . 


递归 定理 设 U 的 子 集 C 是 由 B 在 了 和 9g 的 作用 下 自由 生成 的 ,其 中 


f:UxU-—U, 
g:U—U. 
设 V 是 集合 , 函数 G 和 上 满足 
h:B—V, 
F:VxV—oV, 
GT 一 人 
那么 , 存在 唯一 的 函数 
到: C 一 也 
使 得 
@ 对 BB 中 的 zh(z) = Mai 
(ii) 对 C 中 的 z, y， 
(f(z,9)) = F(R(z), Ry)), 
h(g(z)) = G(h(z)). 


从 代数 的 角度 看 ,该 定理 的 结论 说 明了 从 B 到 VV 中 的 任何 映射 h 都 可 以 扩展 到 从 C 
( 带 有 运算 f 和 g) 到 Y( 带 有 运算 已 和 G) 的 同 态 . 

如 果 递 归 定 理 的 内 容 不 是 显而易见 的 , 那么 我 们 可 以 试 着 通过 涂 色 的 方式 来 理解 , 希望 
函数 h 给 C 中 每 个 元 素 涂 上 某 种 颜色 . 首先 , 我 们 已 知 

(1) h, 给 定 B 的 初始 元 素 的 涂 色 方案 . 

(2) F, 根据 z 与 y 的 颜色 得 到 f(z,y) 的 颜色 ( 即 给 出 关于 hh(z), h(y) 的 (F(z,9))). 

(3) G, 类 似 地 给 出 从 z 的 颜色 得 到 g(z) 的 颜色 的 方法 . 

问题 是 这 可 能 会 产生 冲突 ， 比 如 , F 要 给 某 个 点 涂 绿色 , 而 G 却 要 给 该 点 涂 红色 ( 极 有 
可 能 对 某 些 z,y,z, f(z,y) 会 和 g(z) 相等 ). 可 是 , 如 果 C 是 自由 生成 的 , 这 个 问题 就 不 存 
在 了 . 


例 重新 考虑 前 一 节 中 的 例子 . 

(1) 如 果 B = {0} 只 含 一 个 运算 ， 即 后 继 运 算 5, 那么 C 就 是 自然 数 集 N. 由 于 后 继 运 
算是 一 对 一 的 并 且 0 不 在 其 值 域 中 , 所 以 C 是 由 {0} 通过 后 继 运算 自由 生成 的 . 因此 , 通 
过 递归 定理 , 对 于 任意 集合 V, 任意 的 ae V 和 任意 的 下:Y 一 Y, 存在 唯一 的 h:N 一 V 
满足 h(0) = a ,并 且 对 每 个 z € N, h(S(z)) = F(h(z)). 例如 ， 存 在 唯一 的 hh:N 一 N 满足 
h(0) =0, 且 h(S(z)) = 1 一 h(z). 该 函数 在 偶数 上 的 取 值 为 0, 而 在 奇数 上 的 取 值 为 1. 

(2) 整数 是 由 {0} 通过 后 继 运 算 和 前 驱 运 算 的 作用 生成 的 , 但 不 是 自由 生成 的 ， 

(3) 代数 函数 同样 不 是 自由 生成 的 . 
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(4) 合式 公式 是 由 命题 符号 通过 5 种 公式 构造 运算 生成 的 . 这 一 点 在 前 一 节 的 算法 中 不 
是 显而易见 的 , 现在 来 看 一 下 . 

唯一 可 读 性 定理 5 个 合式 公式 集合 上 的 公式 构造 运算 , 具有 以 下 性 质 : 

(a) 具有 两 两 不 相交 的 值 域 , 并 且 和 命题 符号 集 也 是 不 交 的 ; 

(b) 是 一 对 一 的 . 

换 句 话说 , 合式 公式 的 集合 是 由 命题 符号 集 在 5 种 运算 的 作用 下 自由 生成 的 . 

证 明 为 了 证 明 对 EA 的 限制 是 一 对 一 的 , 我 们 假定 


(a AB)= (YD), 
其 中 a, 6, 7 和 5 是 合式 公式 , 删除 上 式 中 左右 两 边 的 第 一 个 字符 , 得 到 
aAB)=7YA 人 6). 


这 样 我 们 就 有 a = y， 否 则 其 中 一 个 就 是 另 一 个 的 真 的 初始 段 (违背 引 理 13B). 接着 ,我们 
就 有 f=56. 对 于 Ev, 6,, E ,可 以 类 似 地 进行 讨论 , 而 对 E- 的 讨论 则 是 简单 的 ， 
类 似 的 推理 可 以 得 到 运算 值 域 的 互 不 相交 性 . 例如 ,如 果 


(aAB)= (Y= 0 


其 中 a、B8、Y 和 5 是 合式 公式 , 如 前 所 述 , 可 以 得 到 a = x. 但 是 , 这 就 意味 着 人 = 一 , 这 显 

然 是 矛盾 的 . 因此 EA 和 6-_, 具有 不 同 的 值 域 . 类 似 地 , 可 以 讨论 其 他 的 二 元 运算 联结 符 . 
其 余 的 情形 就 简单 多 了 . 如 果 (~ a) = (8 人 YY), 那么 8 就 要 以 - 为 开始 , 这 样 就 不 是 合 

式 公 式 了 . 因为 命题 符号 不 能 是 以 ( 开头 的 符号 序列 . 图 


现在 , 回 到 扩展 真 值 指派 v 到 5 的 问题 上 来 . 首先 考虑 一 种 特殊 情形 , 即 v 是 所 有 命题 
符号 的 真 值 指派 . 根据 唯一 可 读 性 定理 和 递归 定理 , 一 定 存 在 对 所 有 合式 公式 集合 的 唯一 扩 
展 5, 它 具 有 我 们 所 希望 的 性 质 . 

接 下 来 , 我 们 考虑 一 般 的 情形 : v 是 命题 符号 集合 3 的 真 值 指 派 . 由 唯一 可 读 性 定理 可 
知 , 集合 5 是 5 在 5 种 公式 构造 运算 作用 下 生成 的 集合 . 这 样 根据 递归 定理 , 真 值 指 派 v 
存在 唯一 的 扩展 5, 满足 所 需 的 条 件 . 

例 我 们 可 以 运用 递归 定理 来 证 明 ， 存 在 唯一 的 函数 h， 它 的 定义 域 是 合式 公式 集合 ， 
并 且 满 足 : 


h(4)=1 对 于 命题 符号 4， 
An 0))=3+h(o), 
h((a rbB))=3+h(o) 十 RD)， 
并 且 对 V, 一 ,~ 也 类 似 . 这 个 函数 可 以 用 于 求 每 个 合式 公式 的 长 度 . 
递归 定理 的 证 明 我 们 的 思路 是 令 h 为 多 个 逼近 函数 的 并 . 如 果 一 个 函数 v (将 C 中 的 


一 部 分 映射 到 V 中 ) 满足 h 上 的 条 件 (i) 和 (让), 我 们 就 称 v 是 可 以 接受 的 . 准确 地 说 , " 是 
可 接受 的 当 且 仅 当 v 的 定义 域 是 C 的 子 集 , 值 域 是 V 的 子 集 , 并 且 对 于 C 中 的 和 y 有: 
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(i 如 果 z 属于 B 且 属于 wv 的 定义 域 , 那么 v(x) = h(z); 
( 辽 ) 如 果 f(z,y) 属于 wv 的 定义 域 ， 那么 z, y 也 属于 v 的 定义 域 并 且 v(f (zx,y)) = 


F(v(z),v(y)). 如 果 g(z) 属于 。 的 值 域 , 那么 > 也 属于 wv 的 值 域 , 并 且 v(g(z)) = G(v(z)). 


设 KK 是 所 有 可 接受 的 函数 的 集合 , 令 = WK 那么， 


(zz)< 六 二  (z,z) 属于 某 个 可 接受 的 w， 
进 对 某 个 可 接受 的 wuv(z) = z. (*) 


我 们 说 h 满足 我 们 的 要 求 , 其 证 明 与 集合 论 有 关 , 共 包 括 4 步 . 首先 , 我 们 给 出 这 4 步 的 大 
网 . 
(1) 证 明 h 是 一 个 函数 ( 即 是 单 值 )， 
设 5= {ze CI| 最 多 存在 一 个 z, 使 得 (z,z) € h} 
= {z ecCl 所 有 定义 在 z 上 的 可 接受 函数 在 z 点 的 取 值 相同 } 
使 用 (i) 和 (这 )， 容 易 证 明 3 是 归纳 的 . 因此 , 5 = C, 并 且 hh 是 一 个 函数 . 

(2) 证 明 he K; 也 就 是 说 , h 本 身 是 一 个 可 接受 的 函数 . 根据 有 的 定义 , 以 及 天 也 是 一 
个 函数 的 事实 ,容易 证 明 这 一 点 . 

(3) 证 明 h 是 定义 在 整个 C 上 的 . 这 只 需要 证 明 hh 的 定义 域 是 归纳 的 . 这 里 用 到 了 
子 集 C 是 自由 生成 的 假设 . 比如 ， 有 一 种 情况 是 这 样 的 : 假定 z 在 有 的 定义 域 中 ， 那 么 
hh; (g(z), G(h(z))) 是 可 接受 的 . (在 证 明 其 可 接受 的 时 候 用 到 自由 生成 . ) 因此 , g(z) 也 在 及 
的 定义 域 中 . 

(4) 证 明 hh 是 唯一 的 . 对 于 给 定 的 两 个 这 样 的 函数 , 设 它们 在 集合 $ 上 取 值 相 等 ,那么 
5S 是 归纳 的 , 因此 等 于 C. 国 


下 面 是 详细 证 明 . 
(1) 如 上 所 述 , 设 
5S = {ze 0| 最 多 存在 一 个 z, 使 得 (z,z) < h} 
= {Zz € C| 所 有 定义 在 zx 上 的 可 接受 函数 在 z 点 的 取 值 相 同 } 

为 了 证 明 3 是 归纳 的 ,首先 考虑 B 中 的 某 个 z, 假设 vi 和 v2 是 在 zx 上 定义 的 可 接受 函数 ， 
我 们 要 证 明 wm (z) = v2(z). 根据 条 件 (i’, ua(z) 与 wz(z) 必须 等 于 h(z), 因此 , wm(z) = vo(z). 
这 说 明 ze 9, 还 因为 z 是 B 的 任意 元 素 , 所 以 有 BC5. 

其 次 , 验证 5 在 f 和 g 的 作用 下 是 封闭 的 . 设 x 和 Y 是 9 中 的 元 素 , 我 们 要 判断 的 
是 f(z,y) 是 否 在 3 中 . 假定 vi 和 v2 是 定义 在 f(z,y) 上 的 可 接受 函数 , 也 要 证 明 这 两 个 函 
数 在 这 一 点 上 取 值 相等 . 然而 , 条 件 ( 辽 ) 表明 w(j(z, 人) = Fluxlz)w(y)), 县 vo(f (zx,y)) = 
F(v2(z),v2(y)). 由 于 >z 和 ?在 3 中 ,因此 有 wml(z) = v(z) 和 wvi(y) = v2(y). 这 样 就 得 到 
v1(f(z,9)) = v2(f(z,y)). 这 就 证 明了 f(z,y) € 5S, 因此 5 在 了 下 是 封闭 的 . 类 似 地 , 可 以 证 
明 5 在 g 的 作用 下 也 是 封闭 的 . 

因而 9 是 归纳 的 , 且 5S = C. 这 就 证 明了 是 单 值 的, 即 是 一 个 函数 . 又 因为 及 包含 了 
每 个 可 以 接受 的 函数 作为 其 子 集 ,因此 我 们 说 ， 


其 中 wv 是 可 接受 的 函数 且 xz e dom v. 
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(2) 证 明 是 可 接受 的 . 显然 dom h CC 且 ran h CV( 由 (*)), 我 们 仅仅 证 明了 是 一 
个 函数 , 还 需要 证 明 它 满足 条 件 (YY) 和 (这 ). 

首先 , 验证 (i'). 设 ze B 且 ze dom (因此 , (zx,h(z)) e hh), 那么 必定 存在 某 个 可 接受 
函数 v 使 得 v(z) = h(x), 由 于 wv 满足 条 件 (i, 故我 们 有 v(x) = h(z), 进而 h(x) = h(x). 因 
此 , h 满足 条 件 (i). 

其 次 ， 验 证 (这 ). 设 f(z,y) € dom h, 必定 存在 某 个 可 接受 函数 v 使 得 v(f(z,y)) = 
h(f(z,y)). 由 于 wv 满足 条 件 (这 ), 故我 们 有 v(f(x,9)) = F(v(z),v()). 由 于 h(z) = v(x) 且 
hy) = v(y), 因此 , R(F(z,9)) = v(f(z,)) = F(v(z),v(y)) = (h(x),h(y)). 采用 同样 的 方法 
我 们 可 以 得 到 , 只 要 g(x) e dom h, 就 有 hh(g(z)) = G(h(z)). 这 样 , h 满足 条 件 (这 ), 因而 也 
是 可 接受 的 . 

(3) 证 明史 的 定义 域 是 归纳 的 . 首先 , 考虑 BB 中 的 点 zx, 我 们 说 集合 {(z,h(z))} 是 一 个 (小 
的 ) 可 接受 函数 . 因为 它 显然 满足 条 件 (i'); 同时 它 也 满足 条 件 ( 辽 ), 这 是 由 于 z 4 ran fc 并 
且 z grangc. 这 样 , {(z,h(z))} 是 可 接受 的 , 进而 包含 在 hh 中. 因此 ze dom hh, B S domh. 

进一步 证 明 dom h 在 f 和 9g 的 作用 下 是 封闭 的 . 为 此 我 们 考虑 dom h 中 的 任意 元 素 s 
和 t, 我 们 希望 f(s,t) < dom h 能 够 成 立 . 否则 , 令 | 


v=hUu{(f(s,t), F(h(s), h(t)))}, 


即 v 是 在 后 添加 这 个 附加 的 有 序 对 后 的 结果 . 显然 , v 是 函数 , dom v EC, 且 ranv EV. 
我 们 说 v 满足 条 件 (YY) 和 (这 ). 

这 是 因为 ， 对 于 (i),， 如 果 ze 好 mn dom h， 由 自由 生成 的 假设 可 知 x 关 f(s,tj， 因 
此 , x e dom 玉 并 且 v(x) = h(xz) = h(z). 

对 于 (这 ), 假定 对 于 C 中 的 某 个 xz, y,， 有 f(zx,y) e dom v. 如 果 f(z,y) es dom h， 由 于 
是 可 接受 的 , 则 u(j(z, 轨 ) = 天 fag) = F(R(z), RD) = F(v(z),v(y)). 还 有 一 种 可 能 就 是 
f(z,y) = f(s,t), 由 自由 性 可 知 , z = s, y =t, 而 这 些 点 都 是 在 dom h C dom v 中 的 . 由 构 
造 过 程 可 知 : 


最 后 ， 假 设 对 于 C 中 的 z， 有 g(z) < dom v. 那么 根据 自由 性 ， 有 g(x) 承 f(s,t). 因此 
g(x) € dom h , v(g(x)) = h(g(x)) = G(h(z)) = Go(z)). 

这 样 就 得 到 v 是 可 接受 的 , 然而 这 意味 着 v C ,因而 f(s,t) € dom 到. 

类 似 地 ,可 以 证 明 dom h 在 g 作用 下 也 是 封闭 的 . 进而 dom h 是 归纳 的 , 并 且 与 C 相 
等 . 

(4) 证 明太 是 唯一 的 . 假定 两 个 函数 h 和 ho 都 满足 定理 结论 , 设 它们 在 集合 5 上 取 值 
相等 ， 即 

3S={zecClpa(z) = ja(z)}， 


那么 不 难 验证 5 是 归纳 的 , 因此 3 = C, hi = ho. 全 
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最 后 , 我 们 对 归纳 和 递归 作 个 总 结 : 本 节 中 的 归纳 法 则 不 是 唯一 的 . 我 们 完全 有 可 能 通 

过 对 表达 式 的 长 度 , 表达 式 中 联结 符号 出 现 的 次 数 等 进行 归纳 (及 递归 定义 ),， 也 会 有 相应 的 

证 明 . 这 样 的 方法 从 本 质 上 说 并 非 基 本 的 , 但 在 某 些 情 况 下 却 是 必要 的 . 

习题 

1. 设 C 是 由 集合 B = {a,5} 在 二 元 运算 f 和 一 元 运算 g 的 作用 下 生成 的 . 试 列 出 C2 中 的 所 有 元 素 . Cs 
和 Ca 中 各 有 多 少 元 素 ? 

2. 证 明 (As 一 AA4) 不 是 合式 公式 . 

3. 本 节 中 关于 要 求 大 仅 是 X 上 的 关系 类 的 讨论 可 以 进行 推广 . C, 如 前 定义 , 但 是 如 果 对 于 每 个 i < 
n, 我 们 有 zieE B 或 者 对 某 个 Re 大 以 及 某 些小 于 的 数 六 ,jn 有 (zi,… zx)zi) ER, 那么 
我 们 说 (zo, z1,… ,zn) 是 一 个 构造 序列 . 请 给 出 C* 的 正确 定义 , 并 证 明 C* = C. 
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我 们 已 经 对 5 种 命题 联结 符号 做 了 较为 深入 的 学 习 . 即使 没有 对 联结 词 给 出 一 般 的 定 
义 , 我 们 也 能 够 想到 不 可 能 只 有 这 5 种 联结 词 . 问题 是 对 形式 语言 添加 更 多 的 联结 词 会 有 多 
大 的 益处 ? 从 这 5 种 联结 词 中 去 掉 某 一 个 , 其 损失 又 是 什么 ? 

本 节 的 目的 就 是 要 明确 这 些 问题 ， 并 给 出 答案 . 首先 , 考虑 一 个 不 规范 的 例子 : 向 现 有 
的 形式 语言 中 添加 一 个 新 的 三 元 命题 联结 符 #, 称 之 为 多 数 决 定 符 号 . 只 要 a, 8, ?7 是 合式 
公式 , 那么 表达 式 (#aBY) 就 是 合式 公式 . 换 句 话说 , 现在 有 了 第 6 个 公式 构造 运算 : 


E#(Q, BT) = (#0B7Y). 
接 下 来 我 们 给 出 该 符号 的 解释 , 即 给 定 了 5(a), 5(6) 和 5(Y) 的 值 , 如 何 计算 5 ((#aB7Y)). 
我 们 给 出 如 下 定义 : 
直 ((#a7)) 与 5(Q), 5(B8) 和 5(Y) 中 多 数 的 取 值 相同 . 


从 如 下 严格 意义 上 说 , 这 样 的 扩展 并 不 真 会 带 来 什么 好 处 , 对 于 扩展 后 的 语言 中 的 任意 一 个 
合式 公式 , 原来 语言 中 一 定 有 一 个 合式 公式 与 之 重 言 等 价 . (当然 , 原 语言 中 的 合式 公式 比 扩 
展 语言 中 的 合式 公式 可 能 要 长 得 多 . ) 下 面 会 证 明 这 一 点 (更 一 般 的 情形 ); 这 里 只 需要 注意 
(#a67) 实际 上 重 言 等 价 于 


(aAB)V (aAy) YY (BAN). 


(附加 说 明 : 我 们 断定 从 (5(a),5(8), 5(Y)) 可 以 计算 出 5((#aBy)), 这 是 起 到 决定 性 作用 
的 一 点 . 在 日 常用 语 中 , 经 常用 到 类 似 “…… 是 可 能 的 ”或 者 “我 相信 ……” 这 样 的 一 元 运 
算 . 如 果 将 这 种 运算 中 的 某 一 个 作用 于 一 个 句子 以 产生 一 个 新 的 句子 , 则 新 的 句子 的 正 误 就 
不 能 仅 由 原来 句子 的 正 误 来 决定 . ) | 

在 推广 上 面 这 个 例子 时 , 形式 语言 不 仅 没 有 帮助 反倒 是 个 麻烦 . 我 们 可 以 只 用 函数 来 重 
新 描述 这 个 问题 .元 布尔 函数 是 指 从 {TT} 到 {了 T} 的 函数 . (所 谓 的 布尔 函数 就 是 对 
某 个 k 而 言 的 上 元 布尔 函数 , 我 们 可 以 认为 FF 和 了 本身 就 是 0 元 布尔 函数 , ) 有 些 布 尔 函 
数 可 以 使 用 方程 进行 定义 (其 中 X € {FT}): 
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(XI , Xn) = Xi, 
N(F)=T, N(T)=, 
K(T,T)=T, K(F,X)= K(X,F)=h, 
A(FF)=F, A(T,X)= A(X,T)=7, 
C(T,F)=F COC(F,X)= C(xX,T)=7, 
E(X, X)=T,  E(T,F)= E(F,T)=F. 
从 合式 公式 a 也 可 以 产生 布尔 函数 . 例如 , 如 果 a 是 合式 公式 Al 人 A2, 那么 我 们 可 以 
给 出 表 1-5. 表 中 的 22 行 对 应 于 {A1, A2} 的 22 个 真 值 指派 灵 . 对 于 2? 个 承 中 的 每 一 个 而 
言 , a 中 命题 符号 的 取 值 由 耽 给 定时 a 的 值 也 就 确定 了 , 而 Ba( 及 ) 的 值 就 取 a 的 值 . 


表 1-5 
Al A> AlAN 人 A> 
F F F Ba(F,F)=F 
PF 下 F Ba(F,T)=F 
企 F F Ba(lT,F)=F 
T ~ T Bal(T,T)=T 


通常 我 们 说 a 是 合式 公式 时 ， 它 所 含有 的 命题 符号 最 多 是 A1,… ,An. n 元 布尔 函数 
B2( 不 必用 n 时 , 简写 为 Ba) 称 作 由 a 实现 的 布尔 函数 . 这 是 通过 下 式 来 定义 的 : 

Br (Xi1,..: , Xn) = 的 真 值 ， 当 a 中 的 Al,.…. ,人 An 取 值 为 Al ,Xn 时 . 
换 句 话说 ，B?(X1,.… , Xn) = 5(a), 其 中 wv 是 {A1,… ,An} 的 一 个 使 得 v(Ai) = Xi 的 真 值 
指派 . 这 样 , 当 a 取 定 时 ，B? 就 可 以 看 作 是 v 的 函数 , 取 值 为 5(a). 

例如 ， 前 面 列 出 的 布尔 函数 都 可 以 用 这 种 方式 得 到 : 
[r=BX, 
N=B! Al， 
K= BA, AAA 
A= BA, va,, 
C= BA,_,A,, 
E= Ba,.,A,. 
对 这 些 函 数 进行 组 合 可 以 得 到 其 他 的 函数 . 例如 ， 
B2 Aiv As(X1, X2) = A(N (R(X1, X2)), N(BB(X1, X2))). 
(可 以 把 等 式 的 右边 与 ~- Al v 一 As 的 波兰 记 法 进行 比较 . ) 稍 后 , 我 们 讨论 每 个 布尔 函数 是 
不 是 都 可 以 这 样 得 到 . 
正如 下 面 的 定理 所 述 ， 如 果 将 注意 力 从 合式 公式 转移 到 它们 实现 的 布尔 函数 上 ， 我 们 


能 够 有 效 地 确定 重 言 等 价 的 合式 公式 . 现在 给 集合 {了 T} 排 一 个 顺序 : F < T. (如 果 下 = 
0, 了 = 1, 则 这 是 一 个 很 自然 的 顺序 . ) 
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定理 15A 设 a 和 6 是 合式 公式 , 它们 的 命题 符号 在 A1,… ,An 中 . 那么 
(a) acF 6 当 上 且 仅 当 对 所 有 的 到 < {FT}", Ba(X) < Bp(X). 

(b) acF 洁 8 当 且 仅 当 Bo = Bp. 

(c) Fa 当 且 仅 当 Bo 是 具有 真 值 了 的 常 函数 ， 


证 明 (a)aFF6 全 2" 个 对 41,… ,An 的 真 值 指派 中 的 任意 一 个 凡 只 
要 (a) = 就 有 5(6) = 了 工 . (即使 a 和 6 中 的 命题 符号 没有 包含 所 有 的 41,… , An, 这 也 
是 正确 的 ; 见 1.2 节 中 的 习题 6. ) 这 样 , 就 有 


aF 6 这 对 所 有 的 2" 个 指派 w za) = 了 全 506) = 了 
提 对 所 有 的 2" 个 n 一 元 组 又， Br(X)=T > BX)=7,; 
六 对 所 有 的 2" 个 mn- 元 组 天 ，Bn( 辽 ) < B32( 六 ) 
其 中 , F< 工 . 国 


除了 要 确定 重 言 等 价 的 合式 公式 外 , 我 们 还 可 以 脱离 形式 语言 , 自由 地 考虑 任意 的 布尔 
函数 是 不 是 由 合式 公式 实现 的 . 当然 , 这 种 自由 只 是 表面 上 的 : 


定理 15B 设 G 是 一 个 nn 元 布尔 函数 , n > 1. 可 以 找到 一 个 合式 公式 a 使 得 G = Ba， 
即 a 实现 函数 G. 


引入 布尔 函数 的 根本 目的 是 为 了 把 这 个 定理 公式 化 ,该 定理 是 由 Emil Post 在 1921 年 
提出 的 . 
证 明 情形 I: G 是 具有 真 值 斑 的 常 值 函数 . 只 要 取 a = Al 入 一 Al. 


1 = (Xi1, XI12… ，X1n)， 
2 = (X21, X22,.** ,Xon), 


| YX 


Xk = (Xk1, Xk2,** ,Xkn), 


必 


Bi; = A; 进 Xi 一 全， 
(Ai 证 Xi = 六 


Yi= PilN:* NBin, 
Q=7Y VY VV Yk 
我 们 要 证 明 G = B?. | 
这 里 来 看 一 个 具体 的 例子 , 这 对 我 们 的 证 明 是 有 帮助 的 . 设 G 是 如 下 的 三 元 布尔 函数 : 
G(F, FF)=F, 
G(F, FT)=T, 
G(F,T, F)=T, 
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G(R T,T)=F, 
G(T, F, F)=7T, 
G(T, RT)=, 
G(T,T, F)=F, 
G(T,T,T)=T. 
使 G 取 真 值 7 的 三 元 组 有 4 个 : 
FFT ”AIAA 人 Aa， 
FTF -AIAA 和 一 Aa， 
TFF Ai 人 -~ Az 和 \- As, 
TTT Ai 人 Az 人 As. 


( 
( 


每 个 三 元 组 的 右边 是 相应 的 合 取 式 %, 那么 a 就 可 以 写成 如 下 的 式 子 ; 


(~ A 人 -~ A2 人 A3)V(- Ai 人 A2 人 人 -As)V 
(Al 和 一 Az 和 一 Aas)Vv (Al 人 A2 人 As). 


注意 : a 显 式 地 列 出 G 取 真 值 的 所 有 三 元 组 . 

返回 到 定理 的 证 明 , 注意 到 对 于 1 < i < k, 有 Bz( 总 ;) =T. (由 于 对 应 于 也 ,的 真 值 指 
派 满足 六 ,因此 也 满足 a. ) 另 一 方面 ,只 有 一 个 A1,… , A 的 真 值 指派 能 够 满足 Ys, 因而 
只 有 上 大 个 这 样 的 真 值 指派 满足 a. 故 对 2* -上 个 其 他 的 nn 元 组 Br( 了 ) = FF. 这 样 在 所 有 
情况 下 , 都 有 Br(Y) = G(Y). 


由 此 定理 可 知 , 每 个 布尔 函数 都 是 可 以 实现 的 . 当然 , 实现 函数 G 的 a 不 是 唯一 的 , 任 
意 重 言 等 价 的 合式 公式 都 能 实现 同一 个 函数 . 有 时 , 要 尽 可 能 选择 最 短 的 a. (在 前 面 的 例子 
中 , 合式 公式 | 

A As As 
也 能 够 实现 G. ) 

上 面 定理 的 一 个 推论 是 我 们 已 经 有 了 足够 多 的 命题 联结 符号 (实际 上 , 已 经 过 多 了 ). 假 
定 我 们 通过 添加 一 些 新 的 命题 联结 词 (如 本 节 开 始 的 多 数 决 定 联结 词 ) 扩展 形式 语言 ， 在 这 
种 扩展 后 的 语言 中 任何 一 个 合式 公式 yp 实现 一 个 布尔 函数 B?. 根据 上 述 定 理 , 在 原来 的 语 
言 中 有 一 个 合式 公式 a 使 得 B2 = B%. 因此 由 定理 15A 知 , p 与 a 重 言 等 价 . 

事实 上 , 定理 的 证 明说 明 a 具有 一 种 特殊 的 形式 . 首先 , 在 a 中 只 出 现 了 3 个 联结 符 
号 : 人，V, 一 , 同时 , a 的 这 种 形式 称 作 析 取 范式 (缩写 为 DNF), 也 就 是 说 , a 是 一 个 析 取 
式 : 

其 中 每 个 Y 是 合 取 式 ， 加 
= Bir A A Pin 


并 且 每 个 65 都 是 命题 符号 或 者 命题 符号 的 否定 . 


48 | 
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(合式 公式 的 析 取 范式 的 优点 在 于 其 显 式 地 给 出 了 满足 公式 的 真 值 指派 ) 这 样 就 有 以 
下 结论 : 


推论 15C ”对 于 任意 (可 满足 ) 合式 公式 p, 可 以 找到 一 个 与 其 重 言 等 价 的 析 取 范式 a. 

由 于 每 个 函数 G : { 玉 ZJ 一 { 玉 Ta >1， 都 可 以 由 一 个 只 使 用 {人 ,vv, 一 } 中 的 联结 词 
的 合式 公式 实现 ,我 们 称 { 信 , Vv, 一 } 是 完备 的 . (事实 上 ， 完 备 性 是 与 这 些 联结 词 符号 对 应 的 
布尔 函数 K, 4 和 NN 的 一 种 性 质 . 不 过 ， 上 述说 法 是 方便 的 . ) 一 旦 有 了 完备 的 联结 词 的 集 
合 , 任何 合式 公式 都 重 言 等 价 于 一 个 合式 公式 , 其 联结 词 都 出 自 这 个 集合 中 . (对 于 给 定 的 合 
式 公式 p, 可 以 通过 使 用 这 些 联 结 词 来 找到 a, 实现 Bo, 这样 a 上 二 p). {A, V, 一 } 的 完备 性 
可 以 进一步 推广 为 如 下 定理 : 


定理 15D {~-, 人 入 } 和 {~,V} 都 是 完备 的 . 

证 明 我 们 要 证 明 所 有 的 布尔 函数 G 可 以 由 仅 使 用 {人 ,一 } 中 联结 词 的 合式 公式 实现 . 
首先 从 可 以 实现 G 的 合式 公式 a 开始 , 这 个 合式 公式 只 使 用 { 信 , V, 一 } 中 的 联结 词 . 我 们 只 
需要 找到 一 个 与 a 重 言 等 价 并 且 只 使 用 了 {人 ,一 } 中 的 联结 词 的 合式 公式 o 就 可 以 了 . 对 于 
这 一 点 , 使 用 德 摩根 律 可 得 : | 

BVYEFd- (~ BA 人. 
反复 使 用 该 运算 律 , 就 可 以 将 a 中 的 v 完全 消去 . 

(规范 地 , 通过 对 a 使 用 归纳 法 可 以 证 明 , 存在 一 个 重 言 等 价 的 a', a/ 仅 使 用 了 联结 词 
人 ,一 . 归纳 步骤 中 有 两 种 情形 : 

= 的 情形 : 如 果 a 是 -6, 则 令 o = (=B'). 

Vv 的 情形 : 如 果 a 是 (6v7?7), 则 令 o = 一 (BA), 由 于 8 与 Y 分 别 与 6, 7Y 重 言 
等 价 , 因此 


a = -PA-mY) 
Fj- ("BA 7) 
FABvVY 


在 以 后 关于 联结 词 完备 的 证 明 中 , 这 个 归纳 将 被 略 去 . 比如 , 我 们 将 只 给 出 用 ~ 和 入 来 
表示 V 的 方法 . 国 


证 明 一 个 联结 词 集合 的 不 完备 性 往往 比 证 明 其 完备 性 更 困难 . 基本 的 方法 是 首先 (通常 
使 用 归纳 ) 证 明 对 于 仅 使 用 所 给 集合 中 的 联结 词 的 任意 合式 公式 o, 函数 Bsd 都 具有 某 种 特 
性 , 然后 证 明 存在 一 个 布尔 函数 不 具有 这 种 特性 . 


例 {人 ,一 } 是 不 完备 的 . 

证 明 基本 思想 是 , 如 果 所 有 的 命题 符号 的 赋值 都 是 了 , 那么 使 用 这 些 联结 词 的 公式 的 
值 就 是 了. 特别 地 , 不 存在 与 ~A 重 言 等 价 的 合式 公式 . 

详细 地 说 , 通过 归纳 法 可 以 证 明 对 于 仅 使 用 这 些 联结 词 的 任意 合式 公式 a, 如 果 a 中 只 
用 到 命题 符号 A, 我 们 就 有 A 上 a. (从 函数 的 角度 来 看 , 即 Bs(T) = 了. ) 类 似 地 可 以 证 明 
{A, 一 } 也 是 不 完备 的 . 园 
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对 每 个 n, 存在 2” 个 n 元 布尔 函数 . 因而 , 如 果 我 们 把 一 个 联结 词 和 它 的 布尔 函数 看 
成 是 一 样 的 (如 前 所 述 的 A 及 函数 K), 那么 就 有 22” 个 n 元 联结 词 . 这 里 我 们 列 出 n < 2 
的 所 有 情况 . 

1.5.1 “0 元 联结 词 

有 两 个 0 元 布尔 函数 : 忆 和 了. 相应 的 联结 符号 是 上 和 T. n 元 联结 词 符号 将 n 个 合 
式 公式 连接 成 一 个 新 的 合式 公式 . 当 n = 0 时 , 上 本 身 是 一 个 合式 公式 ， 由 于 对 每 个 v， 有 
5(L) = 开 ， 所 以 它 不 同 于 任意 的 命题 符号 即 上 是 一 个 总 是 赋值 为 F 的 逻辑 符号 . 类 似 
地 , T 也 是 一 个 合式 公式 , 对 每 个 v,， 有 5(T) = T. 于 是 , A 一 上 就 是 一 个 合式 公式 , 重 言 
等 价 于 -A, 这 可 以 从 一 个 两 行 的 真 值 表 得 出 . 

1.5.2 ”一 元 联结 词 

有 4 个 一 元 联结 词 , 但 是 只 有 一 个 有 意义 , 即 否定 联结 词 . 其 余 的 3 个 一 元 布尔 函数 是 

恒 等 函 数 和 两 个 常 值 函 数 . 
1.5.3 ”二 元 联结 词 
有 16 个 一 元 联结 词 , 但 是 只 有 表 1-6 中 列 出 的 10 个 是 真正 “二 元 ”的 . 


表 1-6 
符号 等 价 式 说 明 

下 二 元 常数 , 本质 上 是 0 元 的 

此 二 元 常数 , 本 质 上 是 0 元 的 

A 投影 , 本 质 上 是 1 元 的 

B 投影 , 本质 上 是 1 元 的 

一 人 否定 , 本 质 上 是 1 元 的 

-BB 否定 , 本 质 上 是 1 元 的 

入 A 和 了 与 ; 如 果 玉 =0,T = 1， 
这 给 出 的 是 域 {0, 1} 上 的 乘法 运算 
V AVvVB 或 
= A 一 B 蕴涵 
人 A 一 B 等 价 
es A 一 B 逆 列 涵 
车 (AvB)A-(A 和 ABI) 排他 或 ,“A 或 B 旦 不 能 同时 成 立 ”; 如 果 下 = 0, 了 = 1， 
这 给 出 的 是 域 {0, 1} 上 的 模 2 加 法 运算 

1 -(AvVB) 或 非 ,“ 非 A 且 非 B” 
| - (A 人 入 B) 与 非 , “A 与 B 不 能 同时 成 立 ”; 称 为 Sheffer 竖 
< A)AB 通常 的 排序 , 其 中 下 < 了 
> A 人 入 (-B) 通常 的 排序 , 其 中 已 < 了 


1.5.4 ”三 元 联结 词 

有 256 个 三 元 联结 词 , 但 从 本 质 上 看 , 2 个 是 0 元 的 , 6(=2.(3)) 个 是 一 元 的 , 30(=10.(3)) 
个 是 二 元 的 . 因此 只 剩 下 218 个 是 事实 上 的 三 元 联结 词 . 前 面 出 现 的 多 数 决 定 联结 词 # 就 
是 一 个 . 类 似 地 , 还 有 少数 决定 联结 词 . 习题 7 给 出 +3, 即 三 元 模 2 加 法 运算 . +3a67 取 值 


机 
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为 了 当 且 仅 当 a, 8, Y 中 有 奇数 个 的 赋值 为 了. 这 个 公式 等 价 于 a+B8+7 和 am 有 1 
在 习题 8 中 给 出 了 另外 一 个 三 元 联结 词 . 


例 {|} 和 {4} 是 完备 的 . 


证 明 对 于 |， 
-a Fj ala 
avB Fd (IA). 
由 于 {~, V} 是 完备 的 , 并 且 -,V 可 以 用 | 表示 , 故 { 是 完备 的 . 国 


例 {-, 一 } 是 完备 的 . 事实 上 , 在 10 个 真正 的 二 元 联结 词 中 有 8 个 能 够 和 一 构成 完备 
集合 . 其 余 的 两 个 是 十 入, 见习 题 5. 


例 {41, 一 } 是 完备 的 . 事实 上 , 使 用 这 两 个 联结 词 甚至 可 以 实现 0 元 布尔 函数 , 它们 可 
以 说 是 超 完 备 的 . 


习题 

1. 设 G 是 三 元 布尔 函数 ,定义 如 下 : 
GFPFF)=P, GT,R,F)=T, 
GPRT)=T, G(T,F,T)=Dh, 
G(FT,F)=T, G(T,T,F)=D, 
G(FETT)=F, G(T,T,T)=F,. 


(a) 给 出 一 个 仅 使 用 V, 人 和 一 的 能 够 实现 G 的 合式 公式 . 
(b) 给 出 一 个 合式 公式 ， 其 联结 词 最 多 出 现 5 个. 
. 证 明 | 和 | 是 仅 有 的 两 个 自我 完备 的 二 元 联结 词 . 
- 证 明 {一 , #} 是 不 完备 的 . 
. 设 M 是 三 元 少数 决定 联结 词 ，(5 (MapBY) 总 是 与 (a), 5(B8) 和 5(Y) 中 的 多 数 取 值 不 同 . ) 证 明 
(a) {M, 上 } 是 完备 的 . 
(b) {M} 是 不 完备 的 . 
证 明 {T, 上 ,一 ,二 } 是 不 完备 的 . 提示 : 证 明 任 意 使 用 这 些 联结 词 和 命题 符号 A, B 的 合式 公式 在 
5(a) 的 4 种 可 能 的 取 值 下 有 偶数 个 取 值 为 工 . 
说 明 : 另 一 种 方法 是 使 用 域 {0, 1} 上 的 代数 , 任意 使 用 这 些 联结 词 的 可 实现 的 布尔 函数 具有 线性 的 
6. 证 明 {A, 一 ,十 } 是 完备 的 ， 且 没有 完备 的 真子 集 .. 
设 + 是 三 元 联结 词 , 满足 +*a07 等 价 于 ac 十 6+5- 
(a) 试 证 明 {T, 4, 人 ,+3} 是 完备 的 . 
(b) 证 明 这 个 集合 没有 完备 的 真子 集 . 
说 明 : 4+? 是 三 元 奇偶 联结 词 ， 二 (十 ala2as) 一 全 的 条 件 是 有 夺 数 个 oi 使 得 二 (aa ) 一 全 . 十 是 二 元 
奇偶 联结 词 . 在 定理 15B 的 证 明 中 出 现 的 函数 G 是 三 元 奇偶 函数 . 
8. 设 I 是 一 个 三 元 联结 词 , 满足 条 件 : Ia67 取 真 值 当 且 仅 当 a, 8, Y 中 恰 有 一 个 取 真 值 . 证 明 不 存在 二 
元 联结 词 。 和 人 ,使 得 labn 等 价 于 (ao 6) 人 7. 


心 只 已 


Sr 
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9. 称 a 为 合 取 范式 (缩写 为 CNF) 当 且 仅 当 它 是 一 个 合 取 式 ; 
CE 一 Yi 和 人 .人 Yk 


其 中 每 一 个 Y 都 是 析 取 式 : 
Yi= BV V Bin 

且 每 个 65 都 是 命题 符号 或 者 命题 符号 的 否定 . 
(a) 试 给 出 与 A 一 B 一 C 重 言 等 价 的 一 个 合 取 范式 . 
(b) 证 明 对 任意 (不 恒 真 的 ) 公式 都 存在 一 个 重 言 等 价 的 合 取 范式 . 

10. 将 0 元 联结 词 L, T 加 到 形式 语言 中 , 对 每 个 合式 公式 p 和 命题 符号 4, 令 p4 是 一 个 将 p 中 的 4 
置换 为 T 后 得 到 的 合式 公式 . 类 似 地 ,可 以 定义 pt. 那么 令 p# = (p44 v ph). 证 明 
(a) pF p¢. 
(b) 如 果 p 户 落 且 雹 中 没有 出 现 4, 则 4 上 沙 . 
(c) 公式 2 是 可 满足 的 当 且 仅 当 wp4 是 可 满足 的 . 
说 明 : 可 以 将 p4 看 作 与 p 的 含义 相同 , 但 没有 使 用 符号 4. (a)(b) 两 条 说 明 pt 是 p 不 使 用 4 的 最 
强 结果 . 一 般 地 ,wp4 与 9 不 是 重 言 等 价 的 , 但 是 由 (c) 可 知 二 者 是 “等 价 可 满足 的 ”. 由 ”得 到 
24 的 运算 称 为 消去 4. 

11. (插值 定理 ) 如 果 a FF 6, 那么 存在 某 个 Y， 它 所 含 的 命题 符号 既 出 现在 a 中 也 出 现在 8 中 , 使 得 
aF7YFAB. 提示 : 使 用 前 面 习题 的 结论 . 
说 明 : 习题 11 和 一 阶 逻辑 中 的 结论 很 类 似 , 但 是 其 证 明 却 大 不 相同 , 因为 一 阶 逻 辑 中 没有 与 习题 10 
相似 的 结论 . 

12. {L,T, 和 A} 是 完备 的 吗 ? 给 出 理由 . 
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考虑 具有 7n 个 输入 和 1 个 输出 的 电子 设备 (传统 的 黑 盒 子 ), 如 图 1-1 所 示 . 假定 每 个 输 
入 和 输出 信号 都 是 两 个 值 中 的 一 个 , 这 两 个 可 能 的 取 值 称 之 为 F 和 工 . ( 值 也 被 定义 为 0 
电位 , 而 在 选择 适当 的 电压 单位 后 , 值 了 的 值 也 可 以 看 作 1 电位 . ) 还 假设 设备 没有 记忆 功 
能 , 即 当前 的 输出 电位 仅 依 赖 于 当前 的 输入 (与 先前 的 输入 无 关 ). 这 样 ， 电子 设备 的 功能 就 
可 以 使 用 布尔 函数 来 描述 : 


G(X1, Sh ,Xn) 二 在 绘 定 输入 信号 Xl]， a ,Xn 时 的 输出 电位 


FX, XX) 


图 1-1 具有 3 个 输入 的 电子 设备 


满足 所 有 这 些 假 设 的 电子 设备 组 成 了 电子 计算 机 电路 的 核心 . 例如 ， 有 两 个 输入 的 与 
门 , 其 输出 是 两 个 输入 的 最 小 值 (其 中 下 < 站 ), 该 设备 实现 了 上 节 中 的 布尔 函数 KK. 为 方便 
起 见 ， 我 们 把 两 个 输入 分 别 记 为 A1，A2, 输出 记 作 Al 人 A2. 


1. 本 节 内 容 是 关于 前 面 几 节 内 容 的 应 用 ,可 以 跳 过 本 节 继 续 学 习 后 面 的 内 容 . 
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类 似 地 ,我 们 可 以 为 其 他 的 命题 联结 词 设计 电子 设备 , 对 两 个 输入 的 或 门 ， 其 输出 为 输 
入 电压 的 最 大 值 (如 图 1-2 所 示 ). 对 应 于 否定 联结 词 的 是 一 个 NOT 设备 ( 非 门 变 极 器 )， 其 


输出 为 输入 的 相反 电压 . 


图 1-2 或 门 


电路 可 以 由 许多 这 种 类 型 的 设备 构成 . 自然 地 , 我 们 可 以 使 用 形式 语言 中 的 合式 公式 来 
标记 不 同 点 的 电压 (如 图 1-3 所 示 ). 相反 地 , 给 定 了 与 输出 对 应 的 合式 公式 , 我 们 就 可 以 精 
确 地 重建 电路 , 这 有 点 类 似 于 合式 公式 的 生成 树 ， 


(A 人 A,)V -A, 


图 1-3 带 合式 公式 标记 的 电路 


例如 ,((AAB)AD)Vv((AAB)A- C) 对 应 的 电路 如 图 1-4 所 示 . 通常 ,我 们 不 希望 
A 人 B 代表 的 电路 重复 使 用 . 


图 1-4 ((AAB)AD)v((AAB)A=m C) 对 应 的 电路 


重 言 等 价 的 合式 公式 产生 的 电路 最 终 具有 相同 的 功能 , 但 是 其 代价 和 速度 ( 若 运算 中 设 
备 并 非 总 是 处 于 待 用 状态 ) 可 能 会 大 不 相同 . 电路 的 延迟 (也 称 为 电路 的 深度 ) 定义 为 信号 从 
一 个 输入 端 到 一 个 输出 端 所 经 过 的 最 多 的 盒子 数 , 与 公式 相对 应 的 延迟 概念 可 以 定义 为 
(1) 命题 符号 的 延迟 为 0. 
(2) ”~ a 的 延迟 比 a 的 延迟 大 1. 
(3) a 人 8 的 延迟 比 a 与 6 的 延迟 中 最 大 的 一 个 大 1. 
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类 似 地 , 可 以 规定 其 他 联结 词 的 情况 . 
例如 ,， (Al ^Aaz) Vv 一 As 的 电路 使 用 3 个 设备 , 其 延迟 为 2; 其 重 言 等 价 的 公式 (As 信 
(~-AlV -A2)) 对 应 的 电路 需要 5 个 设备 ,延迟 为 4. 计算 机 工程 师 所 面临 的 问题 就 是 : 对 于 
给 定 的 电路 (或 者 它 的 合式 公式 )， 要 找到 一 个 能 满足 条 件 的 代价 最 小 的 等 价 电路 (或 者 重 言 
等 价 的 合式 公式 )， 比 如 满足 最 大 允许 的 延迟 . 对 于 这 个 问题 ， 有 一 组 可 使 用 的 设备 ; 例如 ， 
可 以 使 用 
NOT, 2 输入 与 门 , 3 输入 或 门 
(我 们 当然 希望 可 用 的 设备 与 一 个 完备 的 联结 词 集合 相对 应 . ) 这 组 设备 决定 了 一 种 形 
式 语言 ,其 中 每 个 设备 对 应 一 个 联结 符号 . 
例 1 输入 : A, B, C. 输出 : A, B, C 中 取 值 最 多 的 值 . 可 用 的 设备 有 : 2 输入 或 门 , 2 
输入 与 门 . 一 个 解决 方法 是 : 
((AAB)v (A 和 AC)v (BAC)， 
它 用 到 了 5 个 设备 ,延迟 为 3. 但 是 一 个 更 好 的 方案 是 
(A 和 人 (BYVC))v(BADO), 
这 个 分 方案 用 到 了 4 个 设备 ,延迟 为 3. 没有 只 使 用 3 个 设备 就 能 解决 这 个 问题 的 方法 . 见 
习题 1. 
例 2 输入 : A, B. 输出 : 如 果 两 个 输入 相同 , 输出 了 ; 否则 , 输出 FF, 也 就 是 说 ,这 个 
电路 用 于 鉴别 输入 是 否 相 同 . 可 用 的 设备 是 : 2 输入 NOR. 一 个 方法 是 
((A 1 A)1LB)1((B1B) A). 
其 用 了 5 个 设备 ， 有 没有 更 好 的 方法 呢 ? 更 深入 的 问题 是 : 有 没有 有 效 的 寻找 最 小 方案 的 方 
法 ? 在 此 , 我 们 仅仅 是 提出 这 些 问题 而 已 . 近 几 年 来 已 经 有 大 量 的 工作 来 深入 研究 这 类 问题 . 


例 3 (继电器 开关 ) 输入 : A, -A, B, -B,，…. 设备 : 或 门 (任意 个 输入 ), 与 门 (任意 
个 输入 ). 代价 : 设备 空 闪 , 每 次 使 用 一 个 输入 需要 一 个 单位 . 要 验证 A 与 B 是 否 相 等 , 我 
们 需要 使 用 
(A 和 人 B)v(- A 人 入 -B). 
电路 的 接线 图 如 图 1-5 所 示 . 电路 中 有 电流 通过 当 且 仅 当 A 与 B 被 赋 以 相同 的 值 . (这 个 公 
式 等 价 于 A 一 B, 只 要 一 个 变量 的 值 改变 , 其 真 值 就 会 改变 . 因此 , 该 电路 用 于 走廊 灯 的 双 
控 开关 . ) 


AB 


图 1-5 (AAAB)Vv(=-AA=” 了 B) 的 接线 图 
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然而 ,需要 注意 的 是 ,继电器 开关 不 适合 于 本 节 开 始 所 述 的 情形 . 继电器 是 一 个 双边 设 
备 , 电流 可 以 从 任何 一 个 方向 通过 . 这 个 特点 可 用 于 “ 桥 ” 电路 设计 (如 图 1-6 所 示 ). 此 处 所 
述 的 方法 不 用 于 此 类 电路 . 


图 1-6 桥 电 路 


例 4 有 4 个 输入 , 电路 用 于 实现 布尔 函数 G, G 在 下 述 情况 下 取 真 值 了 : (FFF 7)， 
(FFT, FPF), (FPFT,T, (PT, RF), (ET, RFT), (FT, TPF), (FT,T,T), (T, RP, FT). 以 
下 情况 下 取 真 值 F: (TF FF), (TT,F),，(T,T, FF)，(T,T,T,F)，(T, 了 T,T,T). 在 其 余 
的 情况 下 (FF) (TT,T), (T,T, FT)), 我 们 不 关心 G 的 取 值 . (电路 的 应 用 使 得 这 
3 种 组 合 是 不 可 能 发 生 的 . ) 

我 们 知道 G 是 利用 {人 ,Vv, 一 } 实现 的 ， 但 是 我 们 希望 以 一 种 有 效 的 方式 实现 . 第 一 步 
是 以 一 种 更 易于 理解 的 方式 表示 数据 ， 如 图 1-7 的 表示 . 由 于 G(F, FT) = 工 ,我 们 在 坐 
标 为 (- A, 一 B, 一 C,DD) 的 方 格 内 填 入 工 ， 类似 地 ， 由 于 G(T,7T, 了,F) = FF， 我 们 在 坐标 为 
(A,B,-C, -DD) 的 方 属 内 填 入 FF. 我 们 不 关心 的 3 个 方 格 , 使 其 保持 空白 . 


1 

a 而 F F -D 
1 小 
TE BB eB 

图 17 例 4 图 表 
现在 我 们 来 寻找 -- 种 简单 的 几何 模式 , 阴影 区 域 包括 了 所 有 的 T 和 非 下 的 方 格 . 对 应 
的 公式 为 
(~ A)v(- CAD,), 

这 是 符合 我 们 的 所 有 要 求 的 相对 简单 的 公式 , 注意 B 的 输入 根本 就 是 可 有 可 无 的 . 
习题 
1. 验证 在 本 节 例 1 中 不 存在 仅 使 用 3 个 设备 的 方案 . 
2. 一 -个 文字 是 指 一 个 合式 公式 , 该 合 式 公 式 是 一 个 命题 符号 或 者 命题 符号 的 否定 . p 的 一 个 副 涵 元 是 

指 文字 (使 用 不 同 的 命题 符号 ) 的 合 取 式 a, 它 满足 a 上 p. 我 们 已 经 在 1.5 节 中 证 明了 (参看 推论 
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15C) 任何 可 满足 的 合式 公式 9 都 重 言 等 价 于 析 取 式 aiV … Van， 其 中 每 个 a; 是 y 的 蕴涵 元 . 如 
果 去 掉 y 的 蕴涵 元 中 的 任何 一 个 文字 , 它 就 不 再 是 p 的 蕴涵 元 了 , 那么 我 们 称 这 样 的 理 涵 元 是 基 
本 的 . 任何 蕴涵 元 的 析 取 如 果 具 有 最 短 的 长 度 , 并 且 等 价 于 yp, 那么 它 只 包含 基本 的 蕴涵 元 . 

(a) 找 出 下 式 所 有 的 基本 蕴涵 元 : 


(A—B)A(-~-A—O). 


(b) 重 言 等 价 于 上 述 公 式 的 基本 蕴涵 元 的 析 取 式 有 哪些 ? 
3. 对 下 列 公式 重复 习题 2 的 (a) 与 (b): 


(AV-#B)A(~CVvVD)—BA((AAC)Vv(- CAD)). 


1.7 ” 紧 致 性 和 能 行 性 


1.7.1 紧 致 性 


现在 我 们 给 出 1.2 节 中 提 到 的 紧 致 性 定理 的 证 明 . 合式 公式 的 集合 忆 称 为 是 可 满足 的 
当 且 仅 当 有 一 个 真 值 指派 满足 其 中 的 每 个 合式 公式 . 


紧 致 性 定理 合式 公式 的 集合 是 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 有 限 子 集 是 可 满足 的 . 


我 们 暂且 把 的 每 个 有 限 子 集 是 可 满足 的 , 简称 为 允 是 有 限 可 满足 的 . 紧 致 性 定理 说 
的 就 是 这 个 概念 与 可 满足 性 是 一 致 的 . 请 注意 : 如 果 忆 是 可 满足 的 , 则 它 的 每 个 有 限 子 集 自 
然 也 是 可 满足 的 . 同时 ,如果 忆 是 有 限 的 , 道 命 题 显然 也 成 立 (因为 每 个 集合 都 是 自身 的 子 
集 ). 我 们 要 证 明 的 就 是 当 一 个 无 限 子 集 是 有 限 可 满足 时 , 它 也 是 可 满足 的 . 


紧 致 性 定理 的 证 明 证 明 包 括 两 部 分 . 在 第 一 部 分 中 , 我 们 考虑 有 限 可 满足 的 集合 也 ， 
将 其 扩展 到 最 大 可 满足 的 集合 A; 在 第 二 部 分 中 , 我 们 利用 A 给 出 一 个 能 够 满足 的 真 值 
指派 . 

第 一 部 分 : 设 ai, a2,… 是 合式 公式 的 一 个 枚 举 . (这 是 可 以 做 到 的 ,因为 命题 集合 是 可 
数 的 ,表达 式 集 合 也 是 可 数 的 ; 见 定理 0B. ) 我 们 做 如 下 的 递归 定义 : 


Ao = >, 
A | Ani Qnt1 如 果 是 有 限 可 满足 的 
0 An;nm an+l ”其 他 情况 


(提示 : Anian+l = An U {an+t1i}) 那么 每 个 A。 是 有 限 可 满足 的 ， 见 习题 1. 记 An 的 极限 
A = U, An. 

显然 , (1) Cc A. (2) 对 任意 的 合式 公式 a, 要 么 aE 人 要么 (~ a) EA. (3) A 是 有 限 
可 满足 的 . 因为 任意 有 限 子 集 肯定 是 某 个 An 的 子 集 ， 因 此 也 是 可 满足 的 . 

以 上 是 第 一 部 分 的 证 明 . 现在 我 们 有 了 一 个 集合 A 具有 上 述 性 质 (1)~(3). 通常 ,， 这样 
的 集合 不 是 唯一 的 , 但 至 少 有 一 个 存在 . (我 们 可 以 使 用 另外 一 种 方法 来 证 明 这 样 的 集合 A 
是 存在 的 , 这 种 方法 使 用 了 佐 恩 引 理 . 即使 在 命题 符号 是 不 可 数 的 情况 下 , 这 种 方法 仍然 可 
行 . 熟悉 佐 恩 引 理 的 读者 可 以 感受 一 下 这 种 可 行 性 . ) 
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第 二 部 分 : 我 们 定义 一 个 由 所 有 命题 符号 组 成 的 集合 上 的 真 值 指 派 v: 对 任意 的 命题 符 
号 4, v(4) = 了 TT 证 he A. 那么 对 于 任意 的 合式 公式 , 可 以 证 明 %v 满 足 yp 进 ye A. 这 一 
点 可 以 对 ”使 用 归纳 法 进行 证 明 ， 见 习题 2 . 由 于 CA, vw 一定 能 够 满足 的 每 个 合式 公 
式 : 图 


推论 17A ”如果 王 F 7, 那么 存在 有 限 集合 2o CE 使 得 2o 上 7. 
证 明 很 明显 , 也 Fr 当 且 仅 当 2; ”7 是 不 可 满足 的 . 
对 每 个 有 限 的 Yo C 3, Zo 关 7 
全 对 每 个 有 限 的 Yo C ,30; 一 7 是 可 满足 的 
全 27 是 有 限 可 满足 的 
过 ;一 7 是 可 满足 的 
> DKT. 国 


溃 实 上 ,上 述 的 推论 等 价 于 紧 致 性 定理 , 见习 题 3. 
1.7.2 ”能 行 性 及 可 计算 性 


尽管 真 值 表 的 方法 使 用 起 来 非常 麻烦 , 但 是 这 种 方法 还 是 产生 了 一 些 有 趣 的 理论 结果 . 
假定 有 一 个 合式 公式 的 集合 区 和 一 个 合式 公式 7, 那么 有 没有 能 行 的 过 程 来 确定 忆 F 7 是 
否 成 立 . 所 谓 能 行 的 过 程 必须 满足 下 面 的 条 件 : 

(1) 必须 有 确切 的 指令 用 以 解释 如 何 执行 这 个 过 程 ， 指 令 长 度 必须 是 有 限 的 . 指令 应 该 
能 够 以 某 种 可 能 的 方式 传达 给 执行 计算 任务 的 人 或 者 机 器 , 我 们 无 法 给 予 执行 任务 者 一 个 无 
限 的 对 象 , 但 我 们 也 不 能 给 指令 强加 一 个 准确 的 长 度 上 限 . 如 果 指 令 比 字 宙 中 的 电子 还 多 ， 
那么 我 们 也 只 能 答 答 肩膀 说 :“ 这 个 程序 太 长 了 . ” 

(2) 从 执行 指令 者 的 角度 出 发 ， 这 些 指 令 无 需 精彩 或 者 有 创意 勤奋 的 办 事 员 (不 懂 数 
学 , 但 是 能 够 很 好 地 执行 命令 ) 或 计算 机 (根本 不 会 思考 ) 都 能 够 执行 这 些 指令 . 也 就 是 说 ， 
这 些 指令 必须 能 够 被 机 械 地 执行 . 这 样 的 方法 必须 要 避免 使 用 随机 设备 (如 投掷 硬币 ) 或 只 
能 近似 计算 的 设备 . 

(3) 如 上 所 述 , 对 于 给 定 的 合式 公式 7, 判定 过 程 必 须 能 够 在 有 限 步 内 给 出 “是 ”或 “ 否 ” 
的 答案 .( 即 判定 过 程 就 是 一 个 确定 答案 的 算法 . ) 

另 一 方面 , 在 答案 出 现 之 前 , 我 们 无 法 给 出 可 能 需要 的 时 间 , 也 不 能 事先 知道 所 需要 的 
草稿 纸 (或 者 其 他 存储 介质 ) 的 数量 . 在 不 考虑 其 他 情况 的 前 提 下 , 这 些 要 依赖 于 输入 7. 然 
而 对 任意 的 输入 7， 判定 过 程 能 够 在 有 限 步 内 产生 结果 , 因此 所 需要 的 草稿 纸 的 数量 肯定 是 
有 限 的 . 而 执行 无 限 长 的 步 又 来 产生 结果 是 不 可 能 的 . 

如 果 计 算 机 能 够 在 合理 的 时 间 范 围 内 完成 一 个 过 程 ， 那么 使 用 电子 计算 机 的 人 会 认为 
这 个 过 程 是 能 行 的 . 当然 , 问题 在 于 合理 与 否 是 随 着 环境 而 改变 的 . 随 着 计算 机 内 存 的 增加 ， 
其 速度 也 越 来 越 快 , 那么 合理 的 时 间 范 围 能 行 的 过 程 也 会 随 之 增加 . 我 们 需要 一 个 有 效 方法 

的 概念 ,这 个 概念 是 在 不 考虑 运行 时 间 和 存储 空间 之 类 的 限制 的 情况 下 给 出 的 . 

当然 , 上 述 关 于 能 行 的 概念 是 不 精确 的 . 事实 上 , 在 本 书 中 该 词 仅 以 非 正规 的 和 直观 的 
方式 出 现 . (在 第 3 章 , 我 们 会 遇 到 一 个 准确 的 概念 : 递归 ) 但 是 ， 只 要 我 们 承认 确实 存在 特 
定 的 能 行 过 程 ,这 种 非 正式 的 说 法 也 就 足够 了 . 我 们 只 要 完整 地 列 出 该 过 程 , 证 明 它 是 可 行 
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的 , 那么 人 们 就 会 认为 这 个 过 程 是 能 行 的 . (这 依赖 于 这 样 的 经 验 事实 : 如 果 数 学 家 认为 这 
个 过 程 是 能 行 的 , 那么 其 他 人 也 有 这 样 的 结论 . ) 可 是 ， 如 果 我 们 需要 否定 的 结果 ， 即 不 存 
在 这 样 的 能 行 过 程 , 那么 非 正式 的 说 法 就 不 足以 说 明 问 题 了 . (在 第 3 章 中 , 我 们 的 确 需要 一 
些 这 样 的 否定 结果 . ) 由 于 能 行 的 概念 是 非 正式 的 ,因此 与 之 相关 的 定义 、 定 理 将 会 标 之 以 
星 号 *. 例如 : 


“定理 17B 对 于 给 定 的 表达 式 s, 存在 一 个 能 行 的 判定 过 程 用 来 确定 。 是 否 是 合式 公 

式 . 

证 明 见 1.3 节 中 的 算法 及 其 脚注 . 图 

形式 语言 具有 无 穷 多 个 命题 符号 . 由 这 一 事实 产生 了 一 个 技术 问题 当 谈 及 “给 定 ” 一 

个 表达 式 s 的 时 候 , 我 们 想像 可 以 一 个 接 一 个 地 将 s 中 的 符号 列 出 来 ; 可 是 要 书写 出 无 穷 多 

个 符号 是 难以 置信 的 . 为 了 避免 这 种 情况 发 生 , 我 们 采用 如 下 的 “输入 输出 格式 ”: 比如 , 只 
用 5 个 符号 组 成 的 串 A” 替代 As. 这 样 一 来 形式 语言 的 字母 表 中 就 只 有 9 个 符号 了 : 


(,), 一 , 八 ,VY, 一 , 嘻 , 信 和 


(如 果 给 这 9 个 符号 标 以 数字 1~9, 所 得 到 的 表达 式 非 常 类 似 于 计算 环境 中 的 表达 式 , 我 
们 仍然 可 以 把 0 作为 分 隔 符 . ) 
从 如 下 定义 的 角度 看 , 定理 17B 说 明 合式 公式 的 集合 是 可 判定 的 . 


* 定 义 ”表达 式 集合 忆 是 可 判定 的 当 且 仅 当 对 于 给 定 的 表达 式 a, 存在 能 行 的 过 程 来 判 
定 a 是 否 属于 2. 


例如 ,任意 的 有 限 集合 是 可 判定 的 . (指令 可 以 完整 地 列 出 集合 中 的 所 有 有 限 个 合式 公 
式 , 算法 就 能 够 针对 合式 公式 的 列表 进行 验证 , ) 有 些 无 限 集合 也 是 可 判定 的 , 但 是 并 非 都 
是 如 此 . 一 方面 , 存在 含 无 限 多 个 (准确 地 说 , 是 2 个 ) 表达 式 的 集合 ; 另 一 方面 , 仅 有 可 
数 多 个 能 行 的 判定 过 程 ,这 是 因为 判定 过 程 完全 由 (有 限 条 ) 指令 确定 . 我 们 知道 仅 存在 No 
个 有 限 的 字母 序列 , 而 指令 就 是 有 限 的 字母 序列 . 


* 定 理 17C 对 于 给 定 的 有 限 多 个 合式 公式 的 集合 ;7， 存 在 能 行 的 判定 过 程 判定 允 
上 Fr 是 否 成 立 . 
证 明 1.2 节 中 真 值 表 的 方法 足以 满足 要 求 . 贺 


由 于 无 限 对 象 无 法 用 任何 直接 有 效 的 方式 给 出 ， 所 以 在 该 定理 中 ,我 们 规定 ;7 是 有 
限 的 . 


* 推 论 17D ”对 于 有 限 集合 ,下 的 重 言 推论 的 集合 是 可 判定 的 . 特别 地 ， 重 言 式 的 集 
合 是 可 判定 的 . 


如 果 三 是 无 限 集合 (即使 是 可 判定 的 ), 它 的 重 言 推论 集合 也 可 能 是 不 可 判定 的 ( 见 第 3 
章 ). 但 是 ,我 们 可 以 得 到 一 个 稍 弱 的 结果 , 一 定 意义 上 的 半 可 判定 性 . 

我 们 称 一 个 表达 式 集合 是 能 行 可 枚 举 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 能 行 的 过 程 以 某 种 顺序 列 
举 出 4 中 的 元 素 . 如 果 4 是 无 限 的 ,那么 这 个 枚 举 的 过 程 是 不 会 结束 的 . 但 是 对 任意 指定 
的 4 中 的 元 素 , 最终 ( 即 在 有 限 的 时 间 内 ) 一 定 会 出 现在 这 个 列表 中 . 
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为 了 便于 理解 , 我 们 给 出 一 种 等 价 的 表述 . 
* 定 理 17E ”表达 式 集合 4 是 能 行 可 枚 举 的 当 且 仅 当 对 任意 给 定 的 表达 式 e, 存在 一 个 
能 行 的 判定 过 程 ,这 个 过 程 能 够 得 到 “是 ”的 答案 当 且 仅 当 se 4. 


如 果 e 4 44， 方法 可 能 会 得 出 “ 否 " 的 答案 ， 也 可 能 会 一 直 不 停 地 进行 下 去 , 而 不 会 得 到 
任何 结果 , 但 是 不 能 给 出 结果 “是 ”. 这 样 的 一 个 判定 过 程 被 称 为 是 半 可 判定 的 一 只 是 判 
定 过 程 的 一 半 . 


“定义 ”表达 式 集合 4 是 半 可 判定 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 给 定 的 表达 式 =， 存 在 能 行 的 
判定 过 程 , 这 个 过 程 能 够 回答 “是 ” 当 且 仅 当 e e 4. 


这 样 , 定理 17E 说 明了 一 个 集合 是 能 行 可 枚 举 的 当 且 仅 当 它 是 半 可 判定 的 . 

证 明 如 果 4 是 能 行 可 枚 举 的 , 对 于 给 定 的 任意 表达 式 e, 我 们 可 以 检验 能 行 过 程 给 出 
的 4 的 列表 , 如果 s 出 现在 该 列表 中 , 那么 回答 “是 ”. (这 样 ， 如果 e g A4， 则 永远 不 会 给 
出 答案 . 正 是 这 一 点 保证 了 4 是 可 判定 的 . 当 < 不 在 4 的 前 10 个 元 素 中 时 , 通常 就 无 法 
知道 是 不 是 还 有 e 4 4 一 这 种 情况 下 , 通常 我 们 也 就 放弃 继续 检查 了 一 一 也 许 在 列表 中 下 
一 个 就 是 =. ) 

相反 地 , 假设 有 一 个 定理 中 所 述 的 判定 过 程 , 我 们 希望 能 够 给 出 4 的 一 个 列表 . 其 思想 
是 列举 出 所 有 表达 式 , 并 将 给 定 的 判定 过 程 应 用 到 其 中 每 一 个 上 . 但 是 , 我 们 必须 估算 所 需 
要 的 时 间 . 我 们 可 以 很 简单 地 列 出 所 有 表达 式 : 


El1)E2)53 °° 


接 下 来 按照 如 下 步 又 进行 

(1) 花 1 分 钟 检查 si 是 否 属于 4( 使 用 给 定 的 判定 过 程 ). 

(2) 花 2 分 钟 检查 1, 再 花 2 分 钟 检查 e2. 

(3) 花 3 分钟 检查 e1, 3 分 钟 检查 e2, 3 分 钟 检查 ss. 

依 此 类 推 , 当然 只 要 产生 了 “是 ”的 答案 , 就 将 这 个 可 以 接受 的 表达 式 放 到 输出 列表 中 . 
这 样 , 4 的 任何 元 素 最 终 都 会 出 现在 该 列表 中 . (一 个 元 素 也 许 会 出 现 无 限 多 次 , 除非 修改 上 
述 指 令 , 以 避免 出 现 重 复 的 元 素 . ) 国 

显然 , 任何 可 判定 的 集合 都 是 半 可 判定 的 ,因而 也 是 能 行 可 枚 举 的 . 

“定理 17F ”表达 式 组 成 的 一 个 集合 是 可 判定 的 当 且 仅 当 它 和 它 的 补 集 (关系 到 所 有 的 
表达 式 的 集合 ) 都 是 能 行 可 枚 举 的 . 

证 明 见习 题 8. 该 定理 有 时 称 为 “Kleene 定理 ”. 国 

如 果 集 合 4 与 妃 是 能 行 可 枚 举 的 , 那么 4n 下 和 4UB 都 是 能 行 可 枚 举 的 (习题 11). 


可 判定 集合 类 在 并 与 交 的 运算 下 也 是 封闭 的 ， 另 外 , 在 补 运算 下 也 是 封闭 的 . 
一 个 更 本 质 性 的 结论 如 下 : 


“定理 17G， 如 果 是 合式 公式 的 可 判定 集合 , 那么 它 的 重 言 推论 的 集合 是 能 行 可 枚 举 
的 . 
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证 明 事实 上 , 只 要 证 明 对 是 能 行 可 枚 举 就 已 经 足够 了 ; 考虑 一 个 枚 举 的 序列 : 


01,02,03," 


给 定 任意 的 合式 公式 +, (可 以 用 真 值 表 ) 检验 下 列 各 式 是 否 成 立 ， 


go 7, 
{01} 上 7 
{01,02} FT， 


{01, 02) os} 上 7 了) 


等 等 . 如 果 其 中 的 任何 一 个 满足 , 那么 答案 就 是 “是 ”. 否则 , 就 要 一 直 检 验 下 去 . 


由 紧 致 性 定理 可 知 , 只 要 马上 7， 我 们 就 能 够 得 到 肯定 的 答案 . 图 
稍 后 , 我们 将 会 使 用 能 行 的 过 程 来 计算 函数 . 我 们 称 一 个 函数 是 能 行 可 计算 的 (或 简称 


可 计算 的 )， 当 且 仅 当 对 于 给 定 的 输入 z, 存在 能 行 的 过 程 能 够 最 终 得 到 正确 的 输出 f(z). 
习题 


1. 


hk 


人 


ol 


GO 


设 也 的 每 个 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 , 证 明 2i a 和 ;一 a 中 至 少 有 一 个 也 是 如 此 . (这 是 紧 致 性 定理 证 
明 的 一 部 分 . ) 提 示 : 如 果 不 是 这 样 , 那么 对 于 有 限 子 集 1 C 和 2 5 ,D1; a 和 222;i -a 都 是 
不 可 满足 的 . 再 考虑 21 U 22. 


. 设 A 是 满足 以 下 条 件 的 合式 公式 集合 : (DA 的 每 个 有 限 子 集 是 可 满足 的 , (ii) 对 每 个 合式 公式 a, 要 


么 a Ee A 要么 (” a) € A. 对 每 个 命题 符号 A, 定义 真 值 指派 v: 


"w={ T i AeA, 

F if A¢A 

证 明 对 每 个 合式 公式 p, (yp) = 工 当 且 仅 当 we A. (这 也 是 紧 致 性 定理 证 明 的 一 部 分 . ) 
提示 : 对 yp 使 用 归纳 法 . 

证 明 由 紧 致 性 定理 的 推论 可 以 证 明 紧 致 性 定理 . ( 比 从 头 开 始 证 明 容易 得 多 . ) 


. 1977 年 有 人 证 明了 每 个 平面 地 图 都 可 以 用 4 种 颜色 进行 涂 色 . 当然 , 地 图 中 只 有 有 限 个 国家 . 我 们 推 


广 这 个 概念 ， 设 一 张 无 限 的 平面 地 图 包括 无 限 个 国家 C1, C2,Cs,…. 证 明 无 限 平面 地 图 仍 可 用 4 
种 颜色 涂 色 . (提示 : 将 命题 符号 分 为 4 类 , 例如 ,一 个 命题 符号 可 以 用 于 表达 “Cr 涂 红色 ”. 构造 
合式 公式 的 集合 1! 用 以 表达 , 例如 , Cx 恰 是 一 种 颜色 这 样 的 命题 . 构造 另外 一 个 合式 公式 的 集 
合 2, 用 以 表达 每 一 对 相 邻 的 国家 涂 的 颜色 不 同 . 然后 对 21 U 2 使 用 紧 致 性 定理 . ) 


. 若 习 是 合式 公式 的 集合 ,定义 其 上 的 一 个 推理 为 合式 公式 的 有 限 序 列 (Qo,… ,an)， 对 每 个 < 


n,Qx 至 少 满足 以 下 3 条 中 的 一 条 : (a) ak 是 重 言 式 , (b) ak 欠 ，(c) 对 某 小 于 上 的 i 和 j, a 是 
(Qj 一 Qk). (在 (c) 中 , 称 ak 是 由 a 和 aj 通过 假 言 推理 获得 的 . ) 请 给 出 如 下 集合 的 一 个 推理 ， 
其 序列 的 最 终 元 素 是 卫 . 

{- SVR,R —P,S} 


. 如 上 题 所 述 , 设 (ao … ,an) 是 合式 公式 集合 忆 的 一 个 推理 , 证 明 对 每 个 k < n, 站 瞩 ax. 提示 : 对 天 


使 用 归纳 法 ,归纳 的 假设 是 : 对 于 每 个 i<k, 上 oi. 
证 明 只 要 了 上 T, 就 存在 一 个 了 工 的 推理 , 其 序列 中 的 最 后 一 个 元 素 是 7. 说 明 : 此 结果 被 称 为 “ 完 
性 ”; 习题 5~7 的 概念 在 2.4 节 中 还 会 出 现 . 
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8. 证 明定 理 17F. 说 明 : 两 个 半 可 判定 的 过 程 可 以 构成 一 个 可 判定 的 过 程 . 

*9. 判定 性 和 能 行 可 枚 举 性 的 概念 不 仅 可 以 用 在 表达 式 的 集合 上 , 还 可 以 用 到 整数 集合 或 者 表达 式 有 序 
对 的 集合 或 者 整数 有 序 对 的 集合 中 . 证 明 表 达 式 集合 4 是 能 行 可 枚 举 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 可 判 
定 的 有 序 对 (am)( 包 括 一 个 表达 式 a 和 一 个 整数 n) 的 集合 B 满足 4 = dom B. 

10. 设 导 是 合式 公式 的 能 行 可 枚 举 集合 , 假定 对 每 个 合式 公式 7, 要 么 卫 上 r, 要 么 一 7. 证 明 忆 的 
言 推论 的 集合 是 可 判定 的 . 
(a) 在 “ 互 斥 或 ”的 情形 下 证 明 要 么 了 FF 7 要 么 了 FF -7T, 但 二 者 不 能 同时 成 立 . 
(b) 在 “与 或 ”的 情形 下 证 明 要 么 卫 上 7, 要么 开 上 FF ~ 7， 要 么 二 者 同时 成 立 ， 
11. (a) 解释 两 个 能 行 可 枚 举 集合 的 并 仍 是 能 行 可 枚 举 的 原因 . 
(b) 解释 两 个 能 行 可 枚 举 集 合 的 交 仍 是 能 行 可 枚 举 的 原因 . 
12. 对 于 下 列 每 个 条 件 ， 给 出 一 个 不 可 满足 的 公式 集合 的 例子 , 使 其 满足 相应 的 条 件 : 
(a)T 的 每 个 元 素 本 身 是 可 满足 的 . 
(b) 对 于 工 的 任意 2 个 元 素 7 和 2, 集合 {yi,72} 是 可 满足 的 . 
(c) 对 于 工 的 任意 3 个 元 素 X,Y2 和 ya, 集合 {7t yz,Ys} 是 可 满足 的 . 


一 阶 远 辑 


2.0 ”预备 知识 


第 1 章 我 们 介绍 了 推理 思想 的 第 一 个 数学 模型 , 这 个 模型 非常 简单 . 因而 , 可 以 很 容易 
地 找到 一 些 直 观 的 、 正 确 推 理 的 例子 , 而 在 命题 逻辑 的 模型 中 无 法 得 到 充分 反映 . 

如 果 有 一 组 (用 自然 语言 描述 的 ) 条 件 和 一 个 可 能 的 结论 , 将 其 转换 到 命题 逻辑 语言 中 ， 
可 以 得 到 条 件 集 合 区 和 可 能 的 结论 7. 如 果 区 F 7, 我 们 就 会 相信 自然 语言 中 的 推理 是 正确 
的 ; 但 是 如 果 允 疾 +7, 我们 就 无 法 确定 了 . 这 说 明 命题 逻辑 模型 过 于 简单 ， 还 不 足以 准确 地 
反映 自然 语言 中 的 推理 . 

本 章 将 给 出 一 个 功能 强大 的 逻辑 系统 . 实际 上 ,可 以 这 么 说 ,本章 给 出 的 逻辑 系统 可 以 
反映 任何 “勤奋 的 数学 家 ”对 某 个 问题 给 出 的 证 明 . 

首先 , 我 们 以 非 形式 的 方式 来 描述 一 阶 逻辑 的 特征 (至 少 应 该 能 够 模拟 )， 下面 介绍 一 个 
特殊 的 例子 , 即 数论 的 一 阶 语言 , 对 这 种 语言 ， 可 以 以 某 种 给 定 的 方式 ( 表 2-1) 与 自然 语言 


互相 翻译 . 
表 2-1 
形式 表达 式 给 定 的 翻译 
0 “ 零 ” . 此 处 0 是 一 个 常数 符号 ,指定 为 数字 0 的 名 字 
St 只 的 后 继 . ”这 里 的 5S 是 一 元 函数 符号 , t 是 某 个 数字 a 的 表达 式 . 因此 ,St 指 的 是 
S(a), 即 a 的 后 继 . 譬如 ，50 指 的 是 数字 1 
< viv2 “v1 小 于 v2”. 这 里 的 < 是 二 元 谓词 符号 ,2.1 节 的 末尾 采用 惯用 的 方式 , 将 其 表示 
为 一 种 更 常见 的 方式 : vi < v2 
V “对 任意 自然 数 . ”这 个 符号 是 全 称 量词 符号 . 一 般 地 ， 对 于 每 个 需要 在 自然 语言 中 翻 
译 的 内 容 ， 有 一 个 指定 的 集合 4( 即 所 谓 的 论 域 ).Y 即 指 “ 论 域 4 中 的 每 个 元 束 ” 
Youl < Ov1 “对 每 个 自然 数 v1, 0 小 于 v1”, 或 者 通俗 地 说 “每 个 自然 数 大 于 0.” 在 给 定 的 翻译 


中 , 该 形式 语言 表达 的 句子 是 假 的 , 因为 0 不 大 于 其 自身 


在 表 2-1 中 ,只 涉及 一 个 缩写 , 表 2-2 中 给 出 一 些 缩写 . 


表 2-2 
缩写 表达 式 给 定 的 翻译 
z=Yy “z 等 于 y”. 非 缩 写 形 式 可 变 为 = zy 
3v “存在 自然 数 v 满足 ”或 者 更 一 般 地 ,“ 存 在 全 集中 的 某 个 元 素 满 足 ” 
3v1Vv2v1 = v2 “ 恰 有 一 个 自然 数 ”. 同样 , 在 给 定 的 翻译 中 , 该 形式 句子 是 错误 的 


Yui(0 < viVO= 1) “每 个 自然 数 大 于 或 者 等 于 0” 
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事实 上 , 表 中 不 必 给 出 太 多 , 我 们 可 以 采用 下 面 两 种 方法 简化 ， 而 不 会 削弱 表达 能 力 . 

第 一 种 : 命题 联结 符号 只 用 一 和 一 两 个 . 由 1.5 节 知 道 , 这 已 经 构成 一 个 完备 集合 , 没 
有 理由 使 用 更 多 的 联结 符号 . 

第 二 种 : 不 用 存在 量词 3z, 可 以 使 用 ~ Vx- 来 取代 . 这 样 取代 没有 任何 问题 , 例如 自然 
语言 中 的 句子 : 


某 地 有 一 种 东西 没有 用 
等 价 于 


某 地 不 是 每 样 东 西 都 有 用 
因而 公式 3v1Vv2v1 = v2, 就 可 以 变形 为 


(一 Vui (一 Vv2 一 v1v2)). 


例如 ， 在 特定 语言 中 , 可 以 将 “ 张 三 是 人 ”形式 化 为 Hs, 这 里 互 是 一 元 谓词 符号 ,其 
指定 翻译 为 “是 人 ”; 而 s 是 一 个 常数 符号 , 其 指定 翻译 为 张 三 . 类 似 地 , 将 “ 张 三 是 好 人 ” 
译作 Ms. 然后 , “全 都 是 好 人 ”可 以 形式 化 为 vvi(Hvi 一 Mua)， 

在 以 前 的 数学 课 上 , 读者 可 能 使 用 过 符号 Y 和 3. 事实 上 , 在 课堂 上 ， 有 些 数学 家 使 用 
的 自然 语言 经 常 挫 杂 一 些 形式 化 的 符号 , 我 们 的 一 阶 语 言 与 之 类 似 就 并 非 偶 然 了 . 我 们 希望 
能 够 设法 研究 集合 论 或 者 群 论 的 命题 , 而 非 集合 与 群 本 身 . (有 时 我 们 会 使 用 元 数学 这 个 术 
语 , 这 个 词 本 身 就 意味 着 要 从 形式 化 向 后 退 一 步 ， 以 考察 数学 家 们 所 做 的 事情 ，) 如 果 我 们 
现在 学 习 逻 辑 的 对 和 象 是 先前 学 习 和 集合 中 所 用 到 的 命题 ,， 那 就 需要 使 用 集合 论 的 形式 化 语言 ， 
我 们 希望 形式 化 语言 能 够 包含 集合 论 的 性 质 . 


2.1 一 阶 语言 


假定 有 无 限 多 个 不 同 的 对 象 ( 称 之 为 符号 ) 排列 如 下 : 
A. 逻辑 符号 
0. 括号 : (,). 
1. 命题 联结 符号 : -一 . 
2. 变量 (每 个 对 应 一 个 正 整 数 n): v1, v2，…. 
3. 等 于 符号 (可 选 ): =. 
B. 参数 
0. 基 词 符号 Y. 
1. 谓词 符号 : 对 于 每 一 个 正 整数 n， 一 n 元 谓词 符号 集 (可 能 是 空 集 ). 
2. 常数 符号 : 一 符号 集 (可 能 是 空 集 ). 
3. 函数 符号 : 对 于 每 一 个 正 整数 n, 一 n 元 函数 符号 集 (可 能 是 空 集 ). 

在 上 述 A.3 中 的 “等 于 符号 ”可 能 会 出 现 , 这 里 我 们 假定 其 不 出 现 . 有 些 语言 有 “等 于 
符号 ”, 而 另外 一 些 语言 则 没有 . “等 于 符号 ”是 二 元 谓词 符号 , 其 不 同 于 其 他 二 元 谓词 符号 
之 处 在 于 它 是 一 个 逻辑 符号 而 非 参数 (这 影响 到 它 在 自然 语言 中 翻译 的 方式 ). 我 们 确实 需要 
假定 每 个 谓词 符号 都 存在 某 个 n, 来 指定 为 n 元 谓词 符号 . 
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在 B.2 中 常数 符号 也 称 为 0 元 函数 符号 , 这 样 一 来 , 就 可 以 统一 处 理 B.2 和 B.3 中 的 符 
2 
如 前 所 述 , 我 们 假定 所 有 符号 都 是 不 同 的 , 并 且 任 何 符号 都 不 是 其 他 符号 的 有 限 序列 组 成 . 
要 给 定 一 个 语言 (不 同 于 其 他 一 阶 语言 )， 一 定 要 指明 两 点 : (1) 等 于 符号 是 否 出 现 ; (2) 
参数 有 哪些 . 

下 面 给 出 一 些 这 种 语言 的 例子 . 

(1) 纯 谓词 (pure predicate) 语 言 

等 于 符号 : 无 . 

n 元 谓词 符号 : A3?, 4A8,….. 

常数 符号 : a1, a2,……. 

nn 元 函数 符号 (n 大 于 0): 无 .. 

(2) 集会 论语 言 

等 于 符号 : 有 (通常 ). 

谓词 参数 : 一 个 二 元 谓词 符号 <. 

函数 符号 : 无 (或 者 偶尔 用 到 一 个 常数 符号 @). 

(3) 初等 (elementary) 数 论语 言 ( 见 第 3 章 ) 

等 于 符号 : 有 . 

谓词 参数 一 个 二 元 谓词 符号 <. 

常数 符号 : 符号 0. 

一 元 函数 符号 : S( 后 继 ). 

二 元 函数 符号 : 二 (加 法 )，:( 乘 法 ) 和 E( 指 数 ). 

在 例 2 和 例 3 中 , 参数 具有 特定 的 翻译 . 我 们 会 分 别 给 出 两 类 命题 的 例子 : (1) 可 以 用 
这 些 语 言 翻 译 的 ; (2) 不 能 用 这 些 语言 翻译 的 . 

注意 : 我 们 的 语言 的 概念 包含 集合 论语 言 , 这 一 点 非常 重要 . 一 个 非常 普遍 的 观点 是 数 
学 可 以 嵌入 到 集合 论 中 . 这 就 意味 着 

(a) 数学 中 的 命题 (比如 算术 基本 定理 ) 都 可 以 用 集合 论语 言 进 行 表述 ; 

(b) 数学 中 的 定理 可 以 使 用 集合 论 中 的 公理 逻辑 地 推导 出 来 . 

一 阶 逻辑 的 模型 可 以 完整 而 充分 地 反映 这 一 点 . 


集合 论语 言 的 例子 此 处 Y 的 意思 是 “对 所 有 和 集合 ”, 而 < 则 意味 着 “是 …… 的 一 个 元 素 ”. 

(1) “不 存在 一 个 集合 使 每 个 集合 都 是 它 的 元 素 . ” 几 步 就 可 以 将 此 命题 用 集合 论语 言 
形式 化 . 在 这 一 过 程 中 的 命题 既 非 自然 语言 中 的 命题 ,也 不 是 形式 语言 中 的 命题 ,而 是 混合 
语言 的 . 


[存在 一 个 集合 使 每 个 集合 都 是 它 的 元 素 ] 

一 3v1[ 使 每 个 集合 都 是 v1 的 元 素 ] 

一 VIVV2V2 € V1 
由 于 谓词 符号 总 是 出 现在 上 下 文 的 最 左边 , 因此 , 我 们 需要 将 vz es vi 替换 为 v2v1. 另外 ， 
要 用 ”~ Yui” 替换 3vl， 且 需要 使 用 适当 数量 的 括号 . 最 后 的 结果 应 该 是 


(= (~ Vvi(- Vv2 € v201))). 
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(2) 序 对 公理 :“ 对 任意 两 个 集合 ,都 存在 一 个 集合 只 以 这 两 个 集合 作 它 的 元 素 . ”同样 
用 几 步 来 完成 转换 . 


vviVv2[ 都 存在 一 个 集合 只 以 这 两 个 集合 作 它 的 元 素 ] 
Vv1Vv23v3[ 只 有 1,v2 是 vs 的 元 素 ] 
YuliVyuas3usVua(vud € V3 © V4 = V1 V v4 = v2) 


现在 用 一 Vvs- 替换 3v3, 用 e wavs 替换 va e va, 并 且 用 = wwi 替换 v4 = vi;. 此 外 , 使 用 一 
和 一 消除 全 和 和 . 这 样 
QVvB 变 成 -a 一 $B; 
Qa 品 B 变 成 -((a 一 PB) =o- (8 = 0)). 


最 终结 果 就 是 : 


VYviVv2(—Yv3(— Vva(-((E v4v3 一 (( 一 一 vav1) 一 
= U4V2)) 一 (一 (((” = V401) 一 = vv2) 一 E v403)))))). 
这 个 结果 的 易 读 性 不 如 前 面 的 结果 , 因而 ,对 这 样 的 结果 我 们 并 不 感 兴趣 最 终 ， 我 们 


会 采用 一 种 方便 的 方式 来 避免 出 现 这 样 的 结果 . 尽管 如 此 ， 现 在 我 们 还 是 要 给 出 这 样 的 结 
果 ， | 


初等 数论 语言 的 例子 ”此 处 v 的 意思 是 “对 所 有 的 自然 数 ”, 而 <,0,S, 十 ,*, 忆 的 意思 是 
显而易见 的 . 

(1) 由 于 自然 数 2 是 0 的 后 继 的 后 继 , 因此, 可 以 使 用 SS0 来 表示 ; 类 似 地 , 对 于 4 则 
表示 为 SSSS0. 表达 式 “2+2” 可 以 表示 为 SS0 +SS0, 可 是 , 因为 函数 符号 总 是 出 现在 最 左 
边 (也 就 是 采用 函数 的 波兰 记 法 ), 因此 ,对 应 的 “2+2?” 应 该 使 用 +SS0SS0 来 表示 . 自然 语 
言 句 子 “ 二 加 二 等 于 四 . ”要 转换 为 

= +SS0 SS0 SSSS0. 


(空格 可 以 用 于 帮助 阅读 , 但 并 非 该 语言 的 正式 组 成 部 分 . ) 
(2) 下 面 用 3 步 将 “任意 非 零 自然 数 都 是 某 个 自然 数 的 后 继 ” 转换 成 形式 语言 . 
Yoi[ 如 果 vi 非 零 ， 则 vi 是 某 个 自然 数 的 后 继 ]. 
Vvi(vi #0 — 3v2v1 = Sv2). 
Vvi((~ 一 v10) = (一 Vua2( 一 一 v1Sv2))). 

(3)“ 任 意 非 空 的 自然 数 集 都 有 最 小 数 . ”这 个 命题 不 能 用 初等 数论 语言 来 形式 化 , 原因 
在 于 我 们 无 法 表达 “任意 集合 ”. 转换 这 个 命题 ， 要 求 使 用 集合 论 的 (一 阶 ) 语言 , 或 者 数论 
的 二 阶 语言 . 然而 “素数 集合 有 最 小 元 . ”是 可 以 转换 的 . (第 一 步 将 此 命题 转换 为 “存在 最 
小 素数 ”， 其 他 步骤 请 读者 自行 完成 , 在 本 节 中 会 有 相关 的 提示 . ) 

特定 语言 的 例子 

(1)“ 所 有 苹果 都 是 坏 的 . ” 

VYwl (Avi = Bovui). 
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(2) “有 些 苹果 是 坏 的 .” 
中 间 步 了 骤 ， 3wl (Av1 和 人 Bi). 
最 后 结果 (~ Yun (~ (4u (~ Bm) 
这 两 个 例子 描述 了 两 种 频繁 出 现 的 模式 . 在 自然 语言 中 , 用 于 声明 某 个 类 中 的 每 一 个 对 
象 都 具有 某 个 属性 的 命题 ,可 以 转换 为 
Vuw(_ 一 ). 
用 于 声明 某 个 类 中 的 某 些 对 象 具 有 某 个 属性 的 命题 可 以 译作 : 
3v(_ 信 _). 
请 读者 不 要 混淆 这 两 种 模式 . 例如 ， 
Vv1 (Avi 人 Bwi) 
翻译 为 “每 个 东西 都 是 芋 果 ， 并 且 都 是 坏 的 . ”上 比 第 一 个 例子 中 的 断言 要 强 一 些 ， 类似 
地 ,301(Avt 一 Bui), 翻译 为 “有些 东西 是 坏 的 ， 只 要 它 是 苹果 . ”就 比 第 二 个 例子 中 的 
意思 要 弱 一 些 . 如 果 世 界 上 没有 苹果 , 即使 所 有 的 蕴 果 都 是 好 的 , 这 个 说 法 也 是 对 的 . 
(3)“ 博 比 的 父亲 可 以 把 这 一 地 段 任何 一 个 孩子 的 父亲 打败 . ”构造 一 种 语言 , 其 中 Y 表 
示 “ 对 所 有 人 ”，Kz 表示 “z 是 这 一 地 段 的 一 个 孩子 ",5 表示 “ 博 比 *，Bzy 表示 “z 可 以 打 
败 y”, 且 fz 表示 “z 的 父亲 . ”, 那么 该 句子 就 可 以 变 成 : 
VU1 (Kwi = (( 一 = v1b) 元 Bfbfu)). 
(4) 在 微 积分 中 , 我 们 学 习 过 “在 z 接近 a 时 ,函数 f 接近 LL”: 
vele >0— 36(6 >0AVz(|z —al <6— fz-L|<a))). 


如 果 不 考 虑 记 法 ， 对 这 个 公式 ,我 们 感 兴趣 的 是 它 用 到 了 排序 符号 、 函 数 符号 f、 减 导 、 绝 
对 值 符号 等 谓词 符号 以 及 0、a 和 工 等 常数 符号 . 


2.1.1 公式 


表达 式 是 符号 的 任意 有 限 序列 . 大 多 数 表 达 式 是 没有 意义 的 , 但 是 项 和 合式 公式 是 具 
有 特定 意义 的 表达 式 . . 

项 是 指 语言 中 的 名 词 和 代词 , 是 可 以 翻译 成 对 象 名 称 的 表达 式 . 原子 公式 是 指 那 些 没 有 
使 用 联结 符号 和 量词 符号 的 合式 公式 . 


项 定义 为 在 常数 符号 和 变 其 之 前 加 上 函数 符号 构成 的 表达 式 . 为 了 使 用 第 1 章 中 的 术 
语 重 述 这 一 点 , 每 个 n 元 函数 符号 了 得 到 如 下 形式 的 一 个 n 元 项 构造 运算 Fr: 
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Fr(E1 ,En) = El .sn. 


定义 项 的 集合 是 指 由 常数 符号 和 变量 通过 使 用 0 次 和 多 次 运算 Fr 得 到 的 表达 式 的 
集合 . 


如 果 没 有 函数 符号 (常数 符号 除外 )， 那么 项 恰好 就 是 常数 符号 和 变量 . 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 无 需 归 纳 定义 . 

注意 : 对 于 项 , 可 以 使 用 波兰 记 法 , 把 函数 符号 放 在 左边 . 项 不 包括 括号 和 逗号 . 稍 后 ， 
我 们 将 证 明 它 的 唯一 可 翻译 性 : 对 给 定 的 项 ,可 以 毫 无 二 义 地 将 其 分 解 . 

项 是 可 以 翻译 成 对 象 名 称 (名 词 短 语 ) 的 表达 式 ， 而 合式 公式 则 可 以 翻译 成 关于 对 象 的 
叫 言 


all 


以 下 是 数论 语言 中 的 一 些 相关 的 例子 : 
二 v2S0， 
SSSS0， 
二 Ev1SS0Ev,SSO0. 
原子 公式 的 作用 相当 于 命题 逻辑 中 的 命题 符号 , 原子 公式 是 具有 如 下 形式 的 表达 式 ; 


Pti:…t,, 


其 中 尸 是 m 元 谓词 符号 , t1,… ,th 是 项 . 

例如 ,= viv2 是 一 个 原子 公式 ， 因 为 等 号 是 一 个 二 元 谓词 符号 ， 并 且 每 个 变量 都 是 项 . 

在 集合 论语 言 中 e vsvs 是 原子 公式 . 

注意 : 原子 公式 不 是 归纳 定义 的 , 相反 地 , 我 们 只 是 简单 而 明白 地 说 哪些 表达 式 是 原子 
公式 . 合式 公式 是 指 由 原子 公式 通过 使 用 0 次 或 多 次 联结 符号 和 量词 符号 构成 的 表达 式 . 使 
用 第 1 章 中 的 术语 , 通过 定义 表达 式 上 的 公式 构造 运算 , 可 以 重 述 如 下 : 

E-W=(07), 
EY; 0) EE (7 4 0)， 


@i(T7)=VYuiTY. 
定义 ”合式 公式 (或 公式 ) 的 集合 是 指 由 原子 公式 通过 0 次 或 多 次 使 用 E-_,E_ ,和 Qi(i = 
例如 , 一 方面 , ” va 不 是 一 个 合式 公式 . (为 什么 ? ) 而 另 一 方面 ， 
Vvi((— Vvs(— € v301)) 一 (— Vos(€E vov1 一 


(TY wa(E vav2 = (7 € v401)))))) 
是 一 个 合式 公式 , 如 下 图 中 的 树 所 示 : 
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进一步 学 习 , 会 发 现 这 个 合式 公式 是 集合 论 中 的 “正则 公理 ”. 
”2.1.2 ”自由 变量 

Vv2 € vov1 和 (-Y w(-vYva e v2o01)) 是 两 个 合式 公式 的 例子 , 但 这 两 个 例子 有 很 大 的 差 
别 . 第 2 个 例子 在 自然 语言 中 的 翻译 可 能 是 : 

存在 这 样 一 个 集合 ， 每 个 集合 都 是 其 元 素 . 
第 1 个 例子 , 在 自然 语言 中 的 翻译 只 能 是 一 个 不 完整 的 句子 : 
每 个 集合 是 __ 的 一 个 元 素 . 

因为 不 知道 v1 代表 什么 , 所 以 无 法 完成 这 个 句子 . 在 这 种 情况 下 , 称 汉 在 合式 公式 Yu € wu 
中 自由 出 现 . 当然 , 我 们 需要 一 个 精确 的 定义 , 这 个 定义 仅仅 是 关于 符号 本 身 的 , 而 与 在 自 
然 语 言 中 可 能 的 翻译 无 关 . 

考虑 任意 变量 z, 对 每 一 个 合式 公式 a, 对 “z 在 a 中 自由 出 现 ” 的 递归 定义 如 下 : 

(1) 对 原子 公式 a, z 在 a 中 自由 出 现 当 且 仅 当 z 出 现在 a 中 ( 即 作为 一 个 符号 出 现 ). 

(2) zx 在 (= a) 中 自由 出 现 当 且 仅 当 zz 在 a 中 自由 出 现 . 

(3) z 在 (a 一 B) 中 自由 出 现 当 且 仅 当 z 在 a 中 或 者 在 6 中 自由 出 现 . 

(4) z 在 Vvia 中 自由 出 现 当 且 仅 当 z 在 a 中 自由 出 现 且 z 关 vi. 

该 定义 隐 含 使 用 了 递归 定理 , 我 们 可 以 使 用 函数 重 述 这 个 定义 . 首先 从 定义 在 原子 公式 
上 的 函数 h 开始 : 

h(a) = 所 有 变量 的 集合 , 如 果 有 的 话 , 也 包括 原子 公式 a 
进一步 扩展 h 到 定义 在 所 有 合式 公式 上 的 函数 hh: 
h(E-(o)= 


h(a 
h(E-,(o, 8)) =R(a UR) 
Rei(a))= Ra) 如 果 可 以 , 除去 vi 后 


这 样 , 我 们 就 说 z 在 a 中 自由 出 现 (或 者 说 = 是 a 的 一 个 自由 变量 ) 当 且 仅 当 z eh. 由 1.4 
节 中 的 递归 定理 和 公式 的 唯一 可 分 解 性 (在 2.3 节 证 明 ) 可 知 ,这样 的 妃 是 唯一 存在 的 . 


> 
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如 果 合 式 公 式 a 中 没有 自由 变量 出 现 ( 即 h(a) = 2), 那么 a 就 是 一 个 身子 . (只 要 给 出 
参数 的 含义 , 句子 直觉 地 看 是 不 用 括号 就 可 以 用 自然 语言 翻译 的 合式 公式 . ) 

例如 , Yuz(4va 一 Bv2) 和 Vvs(Pvs 一 Vva@v3) 都 是 句子 , 但 在 (Yuz4w 一 Bt1) 中 心 是 
自由 出 现 的 . 句子 是 最 有 意义 的 合式 公式 , 其 余 的 合式 公式 则 次 之 , 它们 是 用 于 构造 句子 的 
基本 模块 . 

在 翻译 自然 语言 中 的 某 个 句子 时 , 无 需 选 择 特定 的 变量 . 前 面 , 我 们 将 “所 有 苹果 都 是 
坏 的 ”译作 “Youl(4u 一 Bv1)”, 实际 上 译作 Vv27 (Av27 一 Bv27) 也 是 完全 一 样 的 . 

正如 在 自然 语言 中 说 “对 于 任意 对 象 ， 如 果 它 是 一 个 苹果 , 那么 它 就 是 坏 的 ”中 的 “ 它 
(it)” 一 样 , 这 里 的 变量 实际 上 是 一 个 代词 . (在 我 们 的 语言 中 有 许多 代词 : iti1,it2,… )， 由 于 
变量 选择 是 不 重要 的 ， 也 就 元 需 指定 特定 的 变量 . 例如 ，vYz(4z 一 Bz), 显而易见 ，z 是 变 
量 . (变量 选择 的 无 关 性 是 一 个 定理 . ) 

类 似 变 量 的 使 用 方法 在 数学 中 也 经 常 出 现 , 在 


天 
2 oz 
i=1 
中 i 是 一 个 假 变量 (dummy variable), 而 7 是 自由 出 现 的 . 


2.1.3 ”符号 
可 以 通过 显 式 书写 每 一 个 符号 的 方式 来 指定 一 个 合式 公式 (或 者 任意 的 表达 式 ), 例如 


Vui((= = v10) 一 个 (一 Vauo2 (一 一 v1Sv2))). 


尽管 这 种 方式 书写 完整 , 但 是 却 不 易 理 解 . 这 种 不 易 理 解 有 损 于 我 们 对 语言 简化 的 要 求 ( 比 
如 不 使 用 存在 量词 符号 ). 因此 我 们 宁愿 选择 使 用 非 直 接 、 却 易 读 的 方式 来 表达 合式 公式 . 这 
样 , 我 们 就 可 以 使 用 类 似 

Yui(vi 天 0 一 3Juov = Sv2) 


这 样 的 方式 来 表示 前 面 出 现 的 合式 公式 . 

注意 , 我 们 没有 改变 合式 公式 的 定义 , 而 只 是 简单 地 采用 某 种 特定 的 方式 来 描述 合式 公 
式 , 在 符号 顺序 非常 重要 的 情况 下 (这 种 情况 很 少 出 现 ), 不 能 使 用 这 种 方便 的 表示 方法 ,而 
必须 使 用 最 基本 的 记 法 . 

下 面 是 一 些 缩写 和 惯用 的 记 法 . 这 里 的 a 和 6 是 公式 , 而 z 是 变量 , u 和 上 是 项 . 

(avB) 简化 ((-~ a) 一 0). 

(a 人 入 6) 简化 (- (ae 一 (四 )). 

(aa 一 四 ) 简 化 ((e 一 6)A(6 一 ao) 即 ( (一 及 一 ( (8 = 0)))). 

3za 简化 (~ vz(- a)). 

4 二 t 人 代替 = wt, 类似 地 缩写 可 以 用 于 其 他 的 二 元 谓词 和 函数 符号 . 例如 , 2 < 3 是 < 23 
的 缩写 , 2 十 2 是 +22 的 缩写 . 

ut 是 (~ = wt) 的 缩写 , 类 似 地 , u Kt 是 (- < wt) 的 缩写 . 

括号 可 以 使 用 (, ) 和 [, ] 等 . 我 们 会 尽 可 能 地 省 略 它们 , 这 样 , 我 们 采用 的 惯用 记 法 如 
下 : 
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(2) 尽量 少 地 使 用 -, VY 和 3. 如 ， 


-QA 和 BB 是 ((- a) 人 和信 PB), 而 不 是 -(awA 入 D); 
Vza 一 BB 是 (Vza 一 B), 而 不 是 Vz(a 一 D); 
3za 入 B 是 (3za 入 PB), 而 不 是 3z(w 入 D). 


在 这 些 情况 下 , 可 以 添加 插 号 , 如 (3za) 8p. 
(3) 与 第 2 条 类 似 , 尽量 少 使 用 和 信和 v. 如 


-~QAB 一 7 是 ((~-a) 和 PB) — 7. 
(4) 当 联 结 符号 重复 出 现时 , 表达 式 从 右边 开始 分 组 . 例如 ， 
oa 一 Bb 一 7 是 a 一 (6 一 六 


例 将 缩写 形式 的 公式 改写 为 每 个 符号 都 按 顺 序 显 式 出 现 的 非 缩 写 形式 : 
GD) 3z(hzA Baz) 是 (= Vz (= (Az 一 (BD) (Vz(Az 一 (- Ba))) 也 是 一 个 与 之 
等 价 的 公式 (元 论 从 何 种 意义 上 说 都 是 等 价 的 ). 
(2) 3zr4z 一 Bz 是 ((- Vz(- 4z)) 一 Bz). 
3z(Az 一 Bz) 是 (- vz(- (4z 一 Bz))). 


除 特 殊 情 况 外 , 我们 将 会 尽量 使 用 下 面 的 字母 表 . 
。 谓词 符号 , 大 写 斜体 的 字母 和 e，<. 
e 变量 : wu,v,zZ, yz， 
。 函数 符号 : f,g,h 和 S, 十 等 . 
e 常数 符号 : a,b, …， 和 0， 
e 项 :, wv,t. 
。 公式: 小 写 希腊 字母 . 
e 句子 :og 和 T. 
。 公 式 集 : 大 写 希腊 字母 和 特定 的 斜体 字母 (看 作 是 希腊 字母 ) 即 A(alpha) 和 T(tau). 
。 结构 ( 见 2.2 节 ): 大 写 德 文字 母 . 
习题 
1. 假定 某 种 语言 的 参数 如 下 , v: 含义 为 “对 所 有 事物 ” ; N: 含义 为 “是 一 个 数字 ”; I: 含义 为 “有意 
义 ”; <: 含义 为 “小 于 ”; 0 是 一 个 常数 符号 表示 零 . 试 将 如 下 列 出 的 自然 语言 句子 翻译 到 这 种 语 
言 中 , 若 自 然 语 言 句 子 的 含义 是 模糊 的 ， 则 要 给 出 多 种 翻译 . 
(a) 0 小 于 任意 数字 . 
(b) 如 果 任 意 数字 是 有 意义 的 ,那么 零 是 有 意义 的 . 
(c) 没有 小 于 零 的 数字 . 
(d) 任意 没有 意义 的 数字 具有 如 二 性质, 如果 比 它 小 的 所 有 数字 有 意义 ,那么 该 数字 也 有 意义 . 
(e) 没有 一 个 数字 使 得 所 有 的 数字 都 小 于 它 . 
(f) 没有 一 个 数字 使 得 没有 数字 比 它 小 . 
2. 对 于 上 题 中 的 语言 , 将 如 下 合式 公式 转译 回 自然 语言 中 去 : 
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Vz(Nz 一 TIz 一 YNY 一 1 一 zz< 切 ). 


将 习题 3~8 中 的 每 个 自然 语言 句子 翻译 为 指定 的 一 阶 语言 . (可 以 参考 例题 中 的 步 又 完成 . ) 充 
分 使 用 惯用 记 法 和 缩写 以 使 得 最 终结 果 尽 可 能 具有 易 读 性 . 


3. a 与 b 都 不 是 所 有 集合 的 元 素 . (v: 对 所 有 集合; E: 是 …… 的 一 个 元 素 ; a: a; b: b. ) 
4. 如 果 马 是 动物 , 那么 马 的 头 是 动物 的 头 . (v: 对 所 有 事物 ; E: 是 一 匹 马 ; A: 是 一 个 动物 ; hz: z 的 头 . ) 
5. (a) 任何 时 间 你 都 可 以 欺骗 某 些 人 . (b) 某 些 时 间 你 可 以 欺骗 所 有 的 人 . (c) 你 不 能 在 任何 时 间 欺 骗 所 
有 的 人 . (Y: 对 所 有 事物 ; 已 : 是 一 个 人 ; T: 是 一 个 时 间 ; Fzy: 你 可 以 在 y 时 间 欺 骗 z. 上 述 句子 
中 可 能 有 一 个 或 者 多 个 是 含糊 的 , 需要 给 出 多 种 翻译 . ) 
(a) Adams 不 能 正确 完成 每 一 项 任务 . (b)Adams 不 能 正确 完成 任何 任务 . (Y: 对 所 有 事物 ; J: 是 一 个 
任务 ; a: Adams; Dxy: x 能 够 正确 完成 y. ) 
7. (a) 没有 人 喜欢 每 一 个 人 . (b) 没有 民主 党 人 喜欢 每 一 个 共和 党 人 . (v: 对 所 有 人 ; D: 是 一 个 民主 党 
人 ; R: 是 一 个 共和 党 人 ; Lzy: z 启 欢 y. ) 
8. (a) 每 一 个 有 驴子 的 农民 都 需要 干草 . (b) 每 一 个 有 驴子 的 农民 都 打 驴 子 . (Y: 对 所 有 事物 ; 了 : 是 一 个 
农民 ; D; 是 一 头 驴子 ; Oxy: z 拥有 y; HH: 需要 干草 ; Bxy: zx 打 y. ) 
. 给 出 一 个 精确 的 定义 说 明 : 变量 x 在 合式 公式 a 中 作为 第 i 个 符号 自由 出 现 . (如 果 x 是 第 i 个 符号 
但 不 是 自由 出 现 的 , 那么 称 它 约束 出 现在 这 个 位 置 上 . ) 
10. 以 按照 实际 顺序 显 式 列 出 每 一 个 符号 的 方式 重 写 下 列 每 个 合式 公式 : 
(a) 3vi Pv A Pv 
(bj Vv Avi A Bvi 一 3v2— Cv2 V Dv2 
说 出 每 个 合式 公式 中 的 自由 变量 . 


宁 


OO 


2.2 ” 真 值 与 模型 


在 命题 逻辑 中 ,用 真 值 指派 说 明 命题 符号 的 真 与 假 . 在 一 阶 逻辑 中 则 使 用 结构 (struc- 
ture), 结构 可 以 看 作 是 为 把 形式 语言 翻译 到 自然 语言 而 提供 的 字典 . (结构 有 时 候 也 称 为 解释 
(interpretation), 但 是 我 们 将 会 把 解释 一 词 用 于 另外 一 个 概念 ， 见 2.7 节 ). 

一 阶 语言 的 结构 要 指明 : 

(1) 全 称 量词 (v) 所 指 的 事物 的 集合 是 什么 ， 

(2) 其 他 参数 (谓词 和 函数 符号 ) 的 含义 . 

形式 上 , 一 阶 语言 的 一 个 结构 是 一 个 函数 ,其 定义 域 为 参数 的 集合 , 且 满 足 : 

(1) 义 为 全 称 量词 Y 指派 一 个 非 空 集合 | 由 ， 称 为 义 的 论 域 (universe) (或 者 定义 域 
(domain)). 

(2) 给 每 一 个 n 元 谓词 符号 已 指派 一 个 元 关系 ,， PX C |", 即 PR 是 P 上 一 个 n 
元 组 的 集合 . 

(3) 风 给 每 个 常数 符号 c 指派 一 个 论 域 以 | 中 的 元 素 c. 

(4) 处 给 每 个 n 元 函数 符号 f 指派 一 个 区 | 上 的 n 元 运算 1*; 即 2 :到 一 | 则 |. 

基本 思想 就 是 给 参数 赋 以 意义 . Y 即 是 “对 | 则 | 中 的 所 有 事物 ”; 符号 c 则 是 给 cx 命 
名 ; 原子 公式 Pti…tn 是 以 五 ,tn 命名 的 在 关系 PX 中 的 n 元 组 . ( 稍 后 , 我 们 将 详细 地 
重申 这 些 条 件 . ) 


1. 符号 凡是 德 文字 母 表 中 的 字母 4, 其 后 面 的 两 个 字母 是 党 和 5. 
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注意 到 | 由 必须 是 非 空 的 . 同时 f* 的 定义 域 必须 包含 全 体 |&". 目前 , 我 们 还 不 涉及 
部 分 定义 函数 . 
例 考虑 集合 论语 言 ,其 唯一 的 参数 是 e( 除 v 外 ). 给 定 结构 如 下 : 


| = 自然 数 集 ， 
Ge= 使 得 mm <n 的 所 有 序 对 (m,n) 组 成 的 集合 . 


(这 样 , 可 以 将 € 译作 “小 于 ”. ) 使 用 一 个 结构 , 我 们 可 以 将 形式 语言 中 的 句子 翻译 到 自然 
语言 中 去 ,并 能 够 试图 解释 翻译 的 真 假 . 一 阶 语言 句子 


drvy- y Ex 


(或 者 更 规范 一 些 , (Vvi (Vv2(~€ v2n)))), 在 处 的 解释 下 可 以 译作 一 个 真 的 句子 : 
存在 一 个 自然 数 , 没有 比 它 更 小 的 自然 数 . 
而 在 集合 论 的 翻译 中 断定 为 存在 空 集 . 这 样 , 我 们 称 在 到 中 的 3zvy-y Ez 是 真 的 , 或 者 多 
是 这 个 句子 的 模型 . 另 一 方面 , 不 是 序 对 公理 
Vrvydzvt(t Ez t=7rVvt=Yy) 
的 模型 ,其 原因 在 于 该 句子 在 % 中 的 翻译 是 假 的 , 没有 自然 数 m 能 够 使 得 对 每 个 m， 
n<m 进 n=1. 
(熟悉 公理 集合 论 的 读者 可 以 验证 中 是 外 延 公理 , 并 集 公理 和 正则 公理 的 模型 . ) 
例 ”假定 语言 只 含有 一 个 参数 v 和 一 个 二 元 谓词 符号 忆 . 现在 考虑 有 限 结构 汉 , 其 论 
域 |%B| 包含 4 个 不 同 的 对 象 {4,b,c,d}. 假定 二 元 关系 E” 是 如 下 对 侦 集 合 : 
E? = {(a, 6), (ob, a), (b,c¢), (c, c)}. 
则 名 的 有 向 图 (directed graph) 如 下 , 其 顶点 集 为 论 域 {a,b, c,d}. 


se 


外 一 -全 


OO 


这 里 Ezy 表示 从 顶点 z 到 顶点 y 的 边 . (如 果 二 元 关系 ES 是 对 称 的 , 那么 可 以 用 无 向 
图 来 表示 . ) 
在 结构 % 的 解释 下 , 句子 3zvy- yEz 可 以 翻译 为 “存在 一 个 顶点 使 得 每 个 顶点 都 没有 
边 通 向 该 顶点 ”. (这 里 的 自然 语言 比 符号 化 的 语言 更 难 读 懂 !) 这 个 句子 在 和 8 中 是 真 的 , 因 
为 的 确 是 存在 一 个 顶点 d, 没有 边 指向 d. 
从 前 面 的 例子 中 , 可 以 直观 又 清楚 地 看 到 : 形式 语言 的 句子 在 某 些 结构 下 是 真 的 , 而 在 
另外 一 些 结构 下 则 是 假 的 . 现在 我 们 需要 对 “o 在 & 中 是 真 的 ” 做 简洁 的 数学 定义 . 定义 要 
使 用 数学 术语 , 而 无 需 翻译 到 自然 语言 , 也 无 需 某 种 假定 的 标准 来 说 明 句 子 的 真 假 . (如 果 需 
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要 这 样 的 标准 ,可 以 试 一 下 这 个 句子 “这 个 句子 是 假 的 ”. ) 换 句 话说 , 就 是 要 给 “o 在 多 中 
是 真 的 ”一 个 非 形式 的 概念 , 使 之 成 为 数学 的 一 部 分 . 

为 了 定义 “c 在 处 中 是 真 的 ”, 即 对 句子 o 和 结构 义 , 有 上 &o . 需要 首先 给 出 包括 合式 
公式 的 更 为 一 般 的 概念 . 令 

。 是 语言 中 的 合式 公式 . 

。 处 是 语言 的 结构 . 

。s:V 一 | 凡 | 是 从 集合 Y 中 的 所 有 变量 到 多 的 论 域 凡 | 的 函数 . 
那么 定义 对 于 处，s 满 足 p 的 含义 为 

Fa pls]. 


非 形式 地 说 , Fx yp[s] 当 且 仅 当 由 确定 的 y 的 翻译 是 真 的 , 这 里 的 变量 z 无 论 其 是 否 自 由 
出 现 都 翻译 为 s(z). 其 形式 定义 如 下 : 
I. 项 . 定义 扩充 


5 :下 一 | 对 |， 
为 一 个 从 所 有 项 的 集合 了 到 函数 处 的 论 域 的 函数 . 其 思想 是 : 5(t) 应 该 是 | 由 | 中 的 由 七 命名 
的 元 素 . 5 的 递归 定义 如 下 : 
(1) 对 每 一 个 变量 x, 5(zx) = s(z). 
(2) 对 每 一 个 常数 符号 c, 5(c) = oY. 
(3) 如 果 石 ,…. ,tn 是 项 , 且 f 是 一 个 n 元 函数 符号 , 那么 


3(ftitn) = f(s(t1), +.. ,3(tn)). 
对 n= 1 的 交换 图 (commutative diagram) 如 下 : 
了 一 > | 则 | 
| 人 
和 一 > | 则 | 
5 扩充 s 的 唯一 存在 性 可 以 由 递归 定理 (1.4 节 ), 通过 项 具有 唯一 可 分 解 性 导出 (2.3 节 ). 注 
意 5 依赖 于 s 和 义 . (事实 上 ,对 于 5(t) 的 一 个 合理 的 记 法 应 该 是 暨 [sj， 这 样 能 显 式 地 说 明 
对 外 的 依赖 . ) 
II. 原子 公式 . 
原子 公式 可 以 不 用 归纳 而 显 式 地 定义 . 因此 , 原子 公式 的 满足 (satisfaction) 的 定义 也 是 
不 使 用 递归 的 直接 定义 . 
(1) Fa 二 tt2[s] 证 5) = 5(t2). (这 里 的 = 是 一 个 妈 辑 符号 , 不 是 需要 解释 的 参数 . ) 
(2) 对 n 元 谓词 参数 已， 
Fa Pt 加 [s] 1E (5(t1),:** ,5(tn)) € PY. 


III. 其 他 合式 公式 . 合式 公式 是 归纳 定义 的 , 因而 其 满足 的 定义 也 是 递归 的 . 
(1) 对 原子 公式 的 定义 如 上 . 
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(2) Fa 一 pls] 当 目 仅 当 jm pls]. 

(3) Fa (yp 一 几 )[s] 当 且 仅 当 或 者 km yls] 或 者 Fa wls] 或 者 二 者 都 成 立 . ( 换 句 话说 ,如 
果 义 以 S 满足 yp, 那么 义 以 S 满足 多. ) 

(4) Fa Vzp[s] 当 且 仅 当 对 每 个 ge | 多 |， 有 a efs(zld)]. 

这 里 的 s(zlo) 是 一 个 函数 ,其 取 值 除了 在 变量 x 点 取 值 为 d 外 , 其 他 的 取 值 与 函数 s 相同 . 
即 

ad 二 sg) 如 果 7 天 7， 

ldg | 
(这 里 Y 的 含义 是 “对 风 | 中 的 所 有 对 象 ”. ) 至 此 ， 读 者 可 能 需要 重新 考虑 一 下 前 面 关于 
Fw %[s] 的 非 形式 化 定义 ,并 观察 它 是 如 何 形式 化 的 ， 

应 该 着 重 说 明 的 是 , 关于 满足 的 定义 是 递归 定理 的 另外 一 个 应 用 , 并 使 用 了 合式 公式 的 
唯一 分 解 性 . 定义 可 以 从 函数 的 角度 重 述 , 这 样 可 以 清楚 地 看 出 1.4 节 的 递归 定理 是 如 何 应 
用 的 : 

( 给 定 刚 . 
(这 定义 函数 h( 对 定义 在 原子 公式 上 的 函数 的 h 的 扩充 ) 满足 : 对 任 给 的 合式 公式 
o, h(wp) 是 从 V 到 | 义 | 的 函数 集 . 
(过 ) 定义 
Fw welsl 各 s €h(y). 

至 于 函数 hh 的 明确 定义 及 其 对 扩充 h 的 唯一 确定 性 , 我 们 留 给 读者 做 练习 (习题 7). 另 
外 一 个 完美 的 定义 方式 是 令 Po) 是 这 样 的 函数 集 : 其 定义 域 为 在 p 中 自由 出 现 的 变量 z 的 
集合 . 

例 假定 语言 中 有 参数 Y，P( 二 元 谓词 符号 )， 帮 (一 元 函数 符号 ) 和 c( 常 数 符号 ). 设 该 语 
言 的 结构 义 定义 如 下 : 

|%|=NN, 自然 数 集 ， 
P= 使 得 m < n 的 序 对 (m,n) 的 集合 ， 
X= 后 继 函 数 5; fX%(n) =n+1, 
c=0. 
事实 上 是 一 个 函数 ， 由 此 可 以 将 上 述 总 结 为 一 行 : 
A = (N; <, 5, 0). 
只 有 当 上 下 文 能 够 确定 要 素 与 参数 的 对 应 关系 后 ， 上 述 记 法 才 是 明确 的 . 

令 s:V 一 N 是 这 样 的 函数 : s(wi) =ii 一 1; 中 s(w1) = 0, s(w2) = 1, 依 此 类 推 . 

(1) s(ffva)= 5(5(2)) = 4 有 8 5(fv1)= 5(0)=1. 
(2) 5(c) =0 且 5(ffc) =2; 不 使 用 s. 

(3) Fm Pcfvils|. 当然 ,这 是 非 形式 化 的 ， 因 为 将 其 翻译 回 到 自然 语言 时 ， 会 得 到 真 命 

题 “0 < 1”. 更 规范 地 说 , 其 原因 在 于 


(5(0), 5(fv1)) = (0,1) € PY. 
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(4) Fa Yv1 Pcv1. 翻译 为 自然 语言 是 “0 小 于 等 于 任意 自然 数 ”. 这 需要 对 N 中 的 每 个 m 
进行 验证 : 
Fa Pevils(vi|n)], 


可 以 简化 为 
(0, n) € p>, 1 


即 0<n. 
(5) Km Vv1 Pv2v1[s]， 因为 存在 自然 数 m 满足 


Ka Pvovil[s(v1|m)]; 


即 
(s(v2),m) ¢ PY. 
事实 上 , 由 于 s(v2) = 1, 我 们 必须 取 m 为 0. 
注意 : 不 要 混淆 相关 的 记 法 ， 如 函数 符号 f 和 函数 XY. 


例 “前面 考察 过 关于 如 下 结构 好 的 例子 : 
1B3| = {a, b ec， d}, E? = {(a,b)(b, a), (bc)(c c)}, 


其 中 语言 参数 为 v 和 EE: 


ce/ 
Cs 


那么 Fw Vv2 Evovils] 十 s(w1)=4d, 即 , 没有 指向 顶点 a 的 边 , 但 是 这 样 的 顶点 仅 d 
一 个 . 该 公式 的 否定 为 Fws 3uzEuow[s] 证 s(v1) € {a,b,c}. 


当 我 们 想 知道 结构 处 是 否 以 s 满足 合式 公式 yp 时, 无 需 使 用 s 提供 的 所 有 (数量 无 限 
多 的 ) 信息 , 这 一 点 暂时 先 不 验证 . 问题 的 关键 在 于 s 在 yp 中 的 自由 变量 (有 限 多 的 ) 上 的 取 
值 . 特别 地 , 如果 ”是 一 个 句子 ,那么 s 就 无 关 紧 要 了 . 


定理 22A 假定 s: 和 sz 是 从 V 到 | 凡 | 中 的 函数 ,它们 在 合式 公式 wp 中 自由 出 现 的 所 
有 变量 上 的 取 值 相同 , 那么 


Fa [sl] 刘 Fa pl[s2l. 


证 明 因 满 足 是 递归 定义 的 ,所 以 证 明 使 用 归纳 法 . 对 给 定 的 结构 六, 使 用 归纳 法 证 明 
每 个 合式 公式 yp 具备 如 下 特性 : 只 要 函数 s: 和 ss 在 合式 公式 yp 中 自由 出 现 的 所 有 变量 上 
的 取 值 相同 , 那么 凡 以 si 满足 yp 当 且 仅 当 以 so 满足 y. 

情形 1: yp = Pti…th 是 原子 公式 , 那么 所 有 变量 在 p 中 自由 出 现 . 这 样 s: 和 sz 在 p 
中 每 个 变量 去 上 的 取 值 相 同 . 于 是 , 对 每 个 坟 , 豆 伯 ) = 至 全); 详细 证 明 使 用 对 去 的 归纳 法 . 
这 样 就 得 到 , & 以 si 满足 yp 当 且 仅 当 以 sz 满足 y. 

情形 2 和 情形 3: yp 具有 一 a 或 者 a 一 8 的 形式 . 可 以 由 归纳 假设 直接 得 到 . 
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情形 4: p = Yzy. 除 x 外 ,所 有 在 p 中 自由 出 现 的 变量 都 是 在 多 中 自由 出 现 的. 对 
总 | 中 任意 的 d,si(zld) 和 sz(zld) 在 多 中 自由 出 现 的 变量 上 取 值 相同 . 使 用 归纳 假设 , 和 以 
si(zld) 满足 当 且 仅 当 以 sz(zld) 满足 罗 . 由 此 可 以 看 出 , & 以 si 满足 Yzy 当 且 仅 当 以 s2 
满足 Vx. 图 


实际 上 , 上 述 证 明 要 求 充分 理解 满足 的 定义 和 s 提供 的 信息 中 哪些 是 有 用 的 . 对 于 结构 
也 有 类 似 的 结论 : 如 果 多 与 加 对 所 有 在 中 出 现 的 参数 都 相同 , 那么 Fx yis] 寺 Fw yl[sl. 

该 定理 说 明 下 述 记 法 是 合理 的 : 假定 2 是 一 个 公式 , 所 有 在 yp 中 自由 出 现 的 变量 包含 
在 1,… ,vk 中 , 那么 对 | 岂 | 中 的 元 素 oa ,ax， 


Fa plai,::: ,axl 


意味 着 & 以 某 个 函数 s :V 一 则 | 满足 p, 其 中 s :了 一 则 , 对 于 1<isgk, 有 s(wi) = ai. 
在 上 一 个 例子 中 , % = (N; <, 5S,0), 有 kam Vv2Pviv2[01, 但 x Vv2 Pv1v2[51. 


推论 22B 对 每 个 句子 o, 以 下 两 条 二 者 必 居 其 一 : 
(a) 2 以 每 个 从 V 到 | 则 | 中 的 函数 3 满足 o. 
(b) 多 无 法 以 任何 一 个 从 V 到 | 凡 | 中 的 函数 满足 o. 
如 果 (a) 成 立 , 那么 我 们 称 o 在 义 中 是 真 的 ( 记 作 Fa o) 或 者 凡是 o 的 模型. 如 果 (b) 
成 立 , 那么 c 在 义 中 是 假 的 . (由 于 义 是 非 空 的 , 两 条 不 能 够 同时 成 立 . ) 多 是 句子 集合 马 
的 模型 当 且 仅 当 处 是 台中 每 个 句子 的 模型 . 


例 如 果 %R 是 实数 域 (R; 0, 1, +，x), 只 是 有 理 数 域 (Q@; 0, 1, +，x), 那么 是 否 存在 
一 个 句子 在 一 个 域 中 是 真 的 ,而 在 另 一 个 域 中 是 假 的 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 因为 V2 是 无 理 数 ， 
句子 3z(z .zx =1+1) 在 有 理 数 域 中 是 假 的 , 但 在 实数 域 中 则 是 真 的 . 


例 假定 我 们 的 语言 中 仅 有 参数 Y 和 P, 其 中 PP 是 二 元 谓词 符号 ， 那 么 结构 % 由 | 风 | 
和 二 元 关系 P2 确定 . 不 规范 地 , 我 们 可 以 记 作 : 


A = (| 册 ; P™). 


考虑 如 何 刻 画 如 下 句子 的 所 有 模型 类 ， 

(1) Yrvyz = y. 结构 (4; R) 是 该 合式 公式 的 一 个 模型 当 且 仅 当 4 仅 包含 一 个 元 素 , RR 
或 者 是 空 集 或 者 是 4 x 4. 

(2) YzvyPzy. 结构 (4; R) 是 该 合式 公式 的 一 个 模型 当量 仅 当 R= A x 4 , 4 可 以 是 任 
何 非 空 集合 . 

(3) Vzvy 一 Pry. 结构 (4; R) 是 该 合式 公式 的 一 个 模型 当 且 仪 当 R= 8%. 

(4) Yz3yPzy. 结构 (4; R) 是 该 合式 公式 的 一 个 模型 的 条 件 为 R 的 定义 域 是 4. 

为 方便 起 见 , 采用 如 下 合理 的 记 法 : 

(1) Fa (a 人 B)[s] 当 且 仅 当 ”Fm als],Fa Blsl, 对 Y 和 有 类 似 的 记 法 . 

(2) Fa 3za[s] 当 且 仅 当 存在 某 个 de ||, 且 具 有 属性 Fa a[s(zld)]. 

其 中 第 2 个 的 证 明 如 下 : 
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Fa 3za[ls ”证 Fa -— Vz- al[sl， 
和 进攻 Vr- al[s), 
刘 ”对 | 吧 | 中 所 有 的 d 下 式 不 成 立 : 
Fa 一 a[s(z|9g)]， 
刘 对 人 I 风 中 所 有 的 d 下 式 不 成 立 : 
Fa als(zl9)]， 
刘 对 人 | 中 的 某 个 d, Fa als(z|q)] 成 立 . 


2.2.1 远 辑 蕴涵 


目前 我 们 已 经 具备 了 必要 的 知识 ,下 面 对 形式 语言 中 的 逻辑 蕴涵 的 重要 概念 进行 公式 
化 描述 . 


定义 设 工 是 合式 公式 的 集合 , wp 是 一 个 合式 公式 , 那么 IT 逻辑 强 涵 p, 记 作 工 F w, 当 
且 仅 当 对 语言 的 每 个 结构 % 和 每 个 函数 s:Y 一 | 则 , 使 得 & 以 s 满足 T 的 每 个 元 素 , 外 也 
以 s 满足 y. 


这 里 我 们 使 用 了 和 第 1 章 中 表示 重 言 蕴 涵 同 样 的 符号 “EF”. 但 是 , 此 符号 今后 仅 用 于 表 
示 逻 辑 蕴 涵 . 如 前 , 我们 用 “YF p” 代替 “{7} F p”. 称 2 与 % 退 辑 等 价 (2 上 寺 芒 当 且 仅 
当 pFy 且 ywF vy. 

重 言 式 的 概念 在 一 阶 语言 中 就 是 恒 真 公式 的 概念 . 一 个 合式 公式 p 是 恒 真 的 当 且 仅 当 
忆 上 2 (简写 作 : 上 p). 这 样 , p 是 恒 真 的 当 且 仅 当 对 每 个 结构 多 和 每 个 函数 s :Y 一 凡 |, 六 
以 s 满足 y. 

对 于 句子 , 逻辑 蕴涵 的 概念 通过 使 用 定理 22A 可 以 清楚 地 表达 ， 


推论 22C ”对 句子 集合 23;m2Fr 当 且 仅 当 允 的 每 个 模型 也 是 7 中 的 模型 . 句子 7 是 
恒 真 的 当 且 仅 当 其 在 每 个 结构 下 都 是 真 的 . 


例 (有 逻辑 蕴涵 ) 读者 可 以 自行 判定 如 下 每 一 条 的 正 误 ， 

(1) Yu1Qv1 F Qv2 

(2) Qu KYv1Qvi. 这 里 只 需要 找到 一 个 满足 如 下 条 件 的 结构 处 和 一 个 函数 s:V 一 || 
就 够 了 , 一 方面 Fx Qui[s], 另 一 方面 , % 不 是 Vv1Qv1 的 模型 . | 义 | 中 至 少 需 要 两 个 元 素 . 

(3)F -~o 一 o. 如 果 久 是 -0 的 模型 , 那么 km 0,Fa o. 可 能 会 有 人 问 这 样 的 问题 : 
我 们 是 不 是 使 用 了 正 要 证 明 的 双重 否定 律 ? 答案 是 明确 的 . 我 们 要 证 明 的 是 形式 语言 (有 时 
称 为 对 条 语言 ) 的 双重 否定 律 . 为 此 , 我 们 当然 可 以 使 用 任何 正确 的 推理 (元 语言 ， 自 然 语 
言 ), 正如 在 向 量 空间 或 者 图 论 中 的 推理 一 样 . 特别 地 , 在 形式 模型 中 , 推理 可 能 会 涉及 包含 
-一 o 与 o 的 原则 . 这 不 是 循环 论证 . 然而 , 毫 不 奇怪 , 我 们 使 用 的 元 语言 中 的 命题 是 与 对 
象 语言 的 公式 相关 的 . 关于 这 个 关系 ,可 以 参见 2.4 节 结 尾 的 图 . : 

(4) Vv1Qvi1 F 3v2Qv2. 任何 结构 的 域 都 是 非 空 的 . 

(5) 3zYyPzy F Yy3azPzy. 这 个 例子 在 2.4 节 还 会 出 现 . 
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(6) vyAzr Pry ¥ drvy Pry. 

(7) F 3z(Qz 一 YzQz). 这 个 句子 有 些 奇怪 ,但 是 是 恒 真 的 . 

逻辑 蕴涵 的 定义 与 第 1 章 中 的 重 言 列 涵 非 常 相 似 , 但 是 其 复杂 性 却 大 大 不 同 . 在 命题 逻 
辑 中 想 要 判定 一 个 合式 公式 是 否 是 重 言 式 , 只 需要 考虑 有 限 个 真 值 指 派 , 其 中 每 一 个 都 是 有 
限 函 数 . 对 每 个 真 值 指派 ， 只 要 计算 z(a), 这 可 以 在 有 限 长 的 时 间 内 完成 . (如 前 所 述 , 重 言 
式 的 集合 是 可 以 判定 的 . ) 

与 之 相反 , 如 果 要 判定 一 阶 语言 中 的 合式 公式 是 否 恒 真 , 则 需要 考虑 每 一 个 结构 多. ( 特 
别 地 , 这 需要 使 用 每 个 非 空 集合 ,而 每 个 集合 都 有 很 多 元 素 . ) 对 于 每 个 结构 ， 还 要 考虑 每 
个 从 变量 集合 V 到 || 的 函数 s. 并 且 对 每 一 个 给 定 的 结构 和 和 s, 还 需要 判定 入 是 否 以 s 
满足 2. 如 果 | 世 | 是 无 限 的 ,其 本 身 就 是 一 个 非常 复杂 的 概念 . 

考虑 到 这 些 复杂 性 , 恒 真 公式 集 的 无 法 判定 性 就 不 足 为 怪 了 ( 见 3.5 节 ). 奇怪 的 是 ,可 
以 证 明 恒 真性 的 概念 与 另外 一 个 概念 (可 推导 性 ) 是 等 价 的 , 这 个 概念 更 接近 有 限 性 ( 见 2.4 
节 ). 利用 这 个 等 价 ，( 在 某 些 推理 假设 下 ) 可 以 证 明 恒 真 集 ( 恒 真 合式 公式 的 集合 ) 事实 上 是 
可 数 的 . 由 这 个 可 数 的 性 质 可 以 得 到 恒 真 公式 集 的 一 个 更 具体 的 特性 . 


2.2.2 ”结构 中 的 可 定义 性 


现在 来 看 实数 域 (R; 0，1，+，.)， 其 中 包含 实数 集 、 两 个 不 同 元 素 0 与 1 和 两 种 运算 : 
加 法 与 乘法 . 将 实数 域 看 作 一 个 结构 : 


R= (R:; 0, 1, 十 ， 小 


而 语言 含有 常数 符号 0 与 1 以 及 二 元 函数 符号 十 与 … 
尽管 其 不 含有 序 符 号 <, 事实 上 可 以 使 用 另外 一 种 方式 表达 “z > 0”. 这 是 由 于 在 此 结 
构 中 , 非 负数 有 平方 根 . 即 只 要 z 的 取 值 为 非 负数 ,结构 就 可 以 满足 公式 3uaz = va v2， 这 
就 是 说 ， 
Fo 3v2ov1 = vvo[al 全 ac > 0. 


由 此 , 可 以 说 区 间 [0, co) 在 结构 8 中 是 可 定义 的 , 用 公式 3v2v1 = ve v2 就 可 以 定义 . 
另外 , 实数 中 的 序 关系 , 即 二 元 关系 


{(@ 只 E 及 x 有 la 艾叶 ， 
可 以 由 结构 外 中 的 用 于 表达 “wi < ws” 的 公式 定义 ， 
3v3v2 = v1 十 V3 ' 13， 
作为 一 个 简单 的 例子 , 来 看 一 下 有 向 图 
a = ({0, bc}; {(0,0), (a, 0))) 
其 中 语言 含有 参数 VY 和 E: 


a 
be<-——— 。 一 -> eC 
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那么 在 义 中 , 集合 {56,c}( 关 系 五 " 的 范围 ) 定义 为 公式 3v2Ev2v1. 反之 ,集合 {中 在 义 中 是 
不 能 够 定义 的 ,这 是 因为 在 此 结构 中 没有 将 与 c 分 开 的 可 定义 属性 ， 这 一 点 在 本 节 稍 后 
使 用 同 态 定理 进行 验证 . 

现在 我 们 要 简化 论 域 (或 论 域 上 关系 ) 的 子 集 的 可 定义 性 的 概念 . 考虑 结构 义 与 合式 公 
式 p, 其 自由 变 元 在 1,… ,vi 之 中 , 那么 可 以 构建 赔 | 上 的 大 元 关系 


{al , Qk)| Fa ofo , Qk]}. 


称 此 大 元 关系 是 在 & 中 由 yp 定 义 的 . 一 般 地 ,| 对 上 的 大 元 关系 在 到 中 是 可 定义 的 当 且 仅 
当 存在 能 够 定义 它 的 一 个 公式 (其 自由 变 元 在 v1,… ,vr 中 ). 


例 考虑 数论 语言 的 一 部 分 指定 语言 中 有 参数 Y, 0, S, + 和 … 令 多 是 如 下 结构 : 
|%| = N， 自然 数 集 . 
0? = 0, 数字 0. 
S++ 是 9, 十 , ., 后继 函数 ,加 法 和 乘法 . 
用 等 式 表示 为 
NM = (N; 0, 9, +, -). 
N 上 的 有 些 关系 在 包 中 是 可 定义 的 ， 有 些 是 不 可 定义 的 . 证 明 不 可 定义 性 的 一 个 方法 要 用 
到 在 N 上 有 不 可 数 多 个 关系 ,而 仅 有 可 数 个 可 以 定义 的 公式 . (然而 , 给 一 个 特定 的 例子 是 
非常 困难 的 . 毕竟 , 如 果 某 个 东西 是 不 可 定义 的 , 也 就 确实 难以 确切 地 说 明 它 是 什么 ! 在 3.5 
节 , 我 们 会 看 到 一 个 特定 的 例子 : 在 外 中 为 真 的 句子 的 哥 德 尔 数 的 集合 . ) 
(1) 序 关系 {(m,n)lm <n} 在 多 中 由 如 下 公式 定义 ， 


4v3v1 十 Sv3 = v2. 
(2) 对 任意 的 自然 数 n,{n} 是 可 定义 的 , 如 {2} 可 定义 为 
v1 二 SS0. 


因此 , 我 们 称 % 是 和 中 可 定义 的 元 素 . 
(3) 素数 集 在 多 中 是 可 定义 的 . 如 果 对 符号 1 和 < 有 参数 1 和 <， 素数 集 可 由 如 下 公 
式 定义 : 
1 <vAVVvva(V = vo. v3 — v2 = 1V w= 1). 
但 由 于 {1} 和 < 在 外 中 是 可 定义 的 , 无 需 为 它们 添加 参数 ,可 以 直接 使 用 其 定义 . 这 样 素 
数 集 可 定义 为 


3v380 + Svs = vi 人 VvoVva(v1 = v2 v3 — v2 = SOV ws = S0). 


(4) 知 运 算 , {(m,n,p)lp = m"} 在 多 中 也 是 可 定义 的 . 这 一 点 似乎 不 太 容易 看 出 来 , 在 
3.8 节 , 我 们 将 会 使 用 中 国 剩余 定理 给 出 证 明 . 

实际 上 , 后 面 我 们 会 证 明 任 意 的 N 上 可 以 判定 的 关系 在 名 中 都 是 可 定义 的 , 任何 能 行 
可 枚 举 关 系 和 许多 其 他 关系 也 是 可 定义 的 . 在 某 种 程度 上 , 可 定义 关系 的 复杂 度 可 由 最 简单 
定义 的 关系 进行 度量 . 在 3.5 节 的 结尾 处 , 这 个 思路 会 再 次 用 到 |. 
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2.2.3 ”结构 类 的 可 定义 性 
在 开始 讲述 数学 中 的 类 的 时 候 , 老师 往往 会 讲 类 似 下 面 的 说 法 : 


满足 a 

我 们 希望 对 这 些 情况 进行 抽象 . 在 每 种 情况 中 , 所 研究 的 对 象 (图 、 群 等 ) 都 是 某 种 合适 
的 语言 的 结构 . 而 且 , 这 些 对 象 都 需要 满足 某 个 句子 集合 2( 即 “公理 ”). 这 些 内 容 涉及 的 
课程 主要 研究 公理 集 的 模型 一 一 至 少 是 某 些 模 型 . 

对 句子 集 ， 用 Mod 习 表示 5 的 所 有 模型 组 成 的 类 ， 即 某 种 语言 的 所 有 结构 的 类 ， 
在 这 种 语言 中 2 的 每 个 元 素 都 是 真 的 ， 对 单个 句子 7 ， 我 们 简单 地 记 作 Mod +r， 而 不 用 
Mod {7}. (熟悉 公理 集合 论 的 读者 应 该 注意 到 ，Mod 2 如 果 是 非 空 的 ,那么 它 就 是 正则 类 ; 
它 可 能 太 大 而 不 能 成 为 一 个 集合 . ) 

我 们 的 语言 的 结构 类 大 是 初等 类 (elementary class，EC) 当 且 仅 当 对 某 个 句子 r, 大 = 
Mod 7T. 大 是 广义 初等 类 (elementary class in wider sense，ECA) 当 且 仅 当 对 某 个 句子 集 
,= Mod 2. (其 中 “初等 ”与 “一 阶 ” 是 同义词 . ) 


例 (1) 假定 语言 有 相等 以 及 两 个 参数 v 和 忆 , 其 中 五 是 一 个 二 元 谓词 符号 . 那么 图 
是 该 语言 的 一 个 结构 义 = (V; EX) , 包括 项 点 (或 者 节点 ) 的 非 空 集合 V 和 边关 条 EY, 如果 
满足 只 要 vBE%uw 就 有 vBE*u, 该 关系 就 是 对 称 的 ， 如 果 不 满足 vB"uw， 则 该 关系 是 非 自 反 的 . 
用 于 说 明 边 关系 是 对 称 的 和 非 自 反 的 公理 可 以 由 如 下 句子 表达 : 


VYz( TErT AVYy(TEY 一 y 五 z)). 


因此 所 有 图 的 类 是 初等 类 . 对 有 向 图 , 对称 的 前 提 可 以 去 掉 . 如 果 人 允许 出 现 “ 环 ”那么 非 自 
反 的 前 提 也 可 以 去 掉 . 但 是 , 老师 或 许 会 说 这 个 课程 只 讨论 有 限 图 . 所 有 有 限 图 的 类 是 初等 
类 吗 ? 不 是 的 , 后 面 我 们 会 证 明 这 一 点 , 即使 在 广义 的 情况 下 也 不 是 . 

(2) 假定 语言 有 相等 以 及 两 个 参数 Y 和 P, 其 中 已 是 一 个 二 元 谓词 符号 . 如 前 述 , 该 语 
言 的 结构 (4; R) 包括 非 空 集合 4 和 4 上 的 二 元 关系 R. (4; R) 称 为 有 序 集 当 且 仅 当 玉 是 
传递 的 , 且 满 足 三 分 律 (trichotomy). ( 三 分 律 是 指 对 于 4 中 的 元 素 a 与 b, (a,b) € R,a=b 
和 (b,a) € RR 三 者 必 有 一 个 成 立 . ) 因为 这 些 条 件 在 形式 语言 可 以 翻译 为 一 个 句子 ， 所 以 非 
空 有 序 集 的 类 是 初等 类 . 事实 上 就 是 Mod r, 其 中 7 是 如 下 3 个 句子 的 合 取 : 


Vrvyvz(TPYy 一 y Pz — TP2); 
Yrvy(TPy Vz = Yy VyPr); 
vrvy(zTPy — — y Pz). 


下 面 的 例子 假定 读者 熟悉 代数 的 相关 知识 . 
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(3) 假定 语言 有 = 以 及 两 个 参数 Y 和 。 其 中 。 是 一 个 二 元 谓词 符号 . 所 有 群 的 类 是 初 
等 类 , 是 所 有 满足 如 下 群 的 公理 的 模型 的 类 : 
VIYYVz(T oy) oz=70 (yo 2); 
VrVYyjdzT oz = Y; 
YrYYydzz ox = Y. 


所 有 无 限 群 的 类 是 ECA. 为 了 说 明 这 一 点 , 设 


和 2 = 3rdyz 2， 
M3 = 373y3z(Z 天 AZ 天 2A 人 1 天 2)， 


这 样 ，Xn" 即 是 “至 少 要 有 个 对 象 ”. 那么 , 有 了 {Xa, 和 3,…}, 群 公理 形成 集合 了, 其 
中 Mod 恰好 是 无 限 群 的 类 . 在 2.6 节 , 我 们 会 证 明 无 限 群 的 类 不 是 EC. 

(4) 假定 语言 有 相等 以 及 参数 Y, 0，1, +,，… 域 可 以 看 作 该 语言 的 结构 ， 所 有 域 的 类 是 
初等 类 . 特征 0 的 域 的 类 是 ECA, 而 不 是 EC, 这 可 以 由 2.6 节 的 一 阶 语言 的 紧 致 性 定理 推 
出 . 

2.2.4 ” 同 态 ! 


在 图 论 、 群 或 者 向 量 空间 的 课程 中 ,经 常会 遇 到 两 个 结构 同 构 的 概念 , 处 与 加 是 同 构 
的 : 大 致 是 说 , 存在 一 个 从 | 好 | 到 | 串 | 的 一 一 对 应 ， 并 且 这 个 对 应 能 够 保持 相应 的 运算 和 关 
系 . 

两 个 同 构 的 结构 尽管 有 所 不 同 , 但 是 却 具有 相同 的 数学 性 质 . 我 们 希望 能 够 给 出 同 构 的 
一 般 意 义 上 的 概念 ,以 说 明 两 个 同 构 的 结构 必须 满足 相同 的 命题 . 

设 义 .8 是 语言 的 结构 . 从 找到 区 中 的 一 个 同 态 (homomorphism) 是 一 个 函数 hh : || 一 
| 多 |， 具 有 下 列 性 质 ， 

(a) 对 每 个 n 元 谓词 参数 P 和 | 则 | 中 元 素 的 任意 元 组 (a1,… ,an)， 


(Qi san) EP 1fE (h(a1),::: ,h(an)) € P®. 
(b) 对 每 个 ”元 函数 符号 f 和 任意 ”元 组 ， 
| Ra ,an)) = fe (h(a1),.…- ,h(an)). 
对 于 常数 符号 c， 
h(c2) = 2. 

条 件 (a) 与 (b) 用 于 说 明 “h 保持 关系 和 函数 ”. (需要 指出 的 是 , 有 些 书 中 使 用 了 条 件 (a) 的 
一 个 较 弱 的 说 法 ; 这 里 的 同 态 是 他 们 所 谓 的 “ 强 同 态 ”. ) 

另外 , 如果 h 是 一 对 一 的 , 那么 同 态 就 变 成 了 从 名 到 人 8 中 的 同 构 ( 或 者 同 构 嵌入 ). 若 
存在 多 到 区 上 的 同 构 ( 即 同 构 h 满足 hh= | 名 |), 那么 六 和 名 称 作 是 同 构 的 ( 记 作 义 全 8). 


1. 这 部 分 内 容 可 以 推 后 学 习 . 但 在 (含有 等 号 的 ) 完全 性 定理 的 证 明 中 需要 用 到 同 态 , 在 第 2 章 的 2.6 节 中 我 们 会 
用 到 同 构 的 概念 . 
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读者 以 前 可 能 会 遇 到 这 个 概念 在 群 与 域 中 的 一 些 特 例 ， 
例 假定 语言 中 的 参数 有 Y, + 和 ., 令 是 结构 (N; 十 ,-)， 定义 函数 h:N 一 {e,o} 如 
下 : 


如 果 nn 为 奇数 . 
那么 是 从 义 到 吕 上 的 同 态 , 其 中 | 中 | = {e,o} 且 + 和 .定义 如 下 : 


和 


可 以 证 明定 义 中 的 条 件 (b) 是 可 以 满足 的 . 例如 , 若 a 与 都 是 奇数 , 那么 h(a +5) =e, 而 
h(a J 


ee { e ”如果 ?mm 为 偶数 ， 


例 设 卫 是 正 整数 的 集合 ,<P 是 下 上 通常 的 有 序 关系 ，<N 是 N 上 的 通常 的 有 序 关 
系 . 那么 存在 从 结构 (P; <P) 到 (N; <w) 上 的 同 构 h; 可 取 h(n) = n 一 1. 同样 地 ， 恒 等 映射 
Id :下 一 N 也 是 一 个 从 结构 (P; <P) 到 (N; <N) 上 的 同 构 . 因此 , 称 (P;<P) 是 (N; <N) 的 
子 结 构 . 


更 一 般 地 ， 考 虑 两 个 结构 到 与 中 , 这 里 | 多 | S |%B|. 显然 ， 由 同 态 的 定义 可 以 看 出 ， 从 
| 到 |8| 中 的 恒 等 映射 是 从 多 到 区 中 的 同 态 当 且 仅 当 

(a) 对 每 个 谓词 P, P# 是 PS 在 || 上 的 限制 ， 

(b) 对 每 个 函数 f, f* 是 j 在 | 凡 | 上 的 限制 , 且 对 每 个 常数 符号 c 用 = co 

如 果 这 些 条 件 都 满足 了 , 那么 多 a 站 的 子 结构 , 中 是 处 的 扩充 . 

例如 , 在 具有 二 元 函数 符号 + 的 语言 中 , 结构 (Q; +e) 是 (C; +c) 的 子 结构 . 这 里 的 +c 
是 复数 的 加 运算 ; +@ 是 复数 上 的 加 运算 +c , 在 有 理 数 集 Q 上 的 限制 . 

在 此 例 中 ， 集 合 Q 在 运算 +c 下 是 封闭 的 ; 即 任 意 两 个 有 理 数 的 和 还 是 有 理 数 . 更 一 
般 地 ， 只 要 到 是 好 的 子 结构 ， 那么 对 每 个 函数 符号 f，| 对 | 在 运算 3 下 必定 是 封闭 的 . 毕 
竟 ， (a) 就 是 |%| 中 的 某 个 元 素 (其 中 ze II"). 这 一 封闭 性 对 0 元 函数 符号 也 是 成 立 的 ; 
对 每 个 常数 符号 cc 肯定 属于 | 民 |. 

之 , 设 有 结构 好 , 令 4 是 | 串 | 的 任意 非 空子 集 , 在 所 有 多 的 函数 作用 下 都 是 封闭 
的 . 那么 取 器 的 子 结构 ， 其 论 域 为 由. 事实 上 , 这 个 结构 是 唯一 的 . 论 域 为 义 ， 其 每 个 谓词 
参数 已 被 指定 为 P% 在 义 上 的 限制 ,函数 符号 也 是 如 此 ,作为 一 个 极端 的 例子 ， 如 果 语 言 
中 没有 函数 符号 (也 没有 常数 符号 ), 那么 可 以 对 | 凶 | 中 的 任意 非 空子 集 4 做 一 个 子 结构 . 

同 态 定理 设 h 是 从 处 到 8 中 的 同 态 ,s 将 变量 的 集合 映射 到 | 义 | 中 . 

”(a) 对 每 个 项 t, 我 们 有 h(5(t)) = ho s(t), 其 中 5(t) 是 在 & 中 计算 的 ,而 ho slt) 是 在 
站 中 计算 的 ; 
(b) 对 每 个 不 包含 等 于 符号 的 无 量词 的 公式 a 


Fa als] 1 提 Fo alho sl. 
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(c) 如 果 疡 是 一 个 一 对 一 的 ( 即 是 从 义 到 吕 中 的 同 构 ), 那么 在 (b) 中 我 们 可 以 去 掉 “ 不 
包含 等 于 符号 ”的 限制 ; 

(d) 如 果 有 是 义 到 名 上 的 同 态 , 那么 在 (b) 中 可 以 去 掉 “ 无 量词 * 的 限制 . 

证 明 (a) 使 用 对 的 归纳 法 ; 见习 题 13. 注意 hos 将 变量 集 映射 到 | 多 | 中 ; 将 其 扩充 
到 所 有 项 的 集合 就 是 hos, 而 它 正 是 在 t 的 取 值 . 

(b) 对 原子 公式 , 如 Pt, 有 


今 h(3(t)) Ee PS 因为 h 是 同 态 
全 hos(t)je PS 用 (a) 
兮 上 他 Pt[h o s]. 


使 用 归纳 证 明 可 以 处 理 联结 符号 -与 一 , 完全 按照 程序 做 就 行 了 . 
(c) 在 任意 情况 下 ， 


Fa vu = tlsl 人 5(u) = 35(t) 


(t) 用 (oa) 


5 
兮 Fo% vu = tlho sl. 


如 果 是 一 对 一 的 , 第 2 步 的 箭头 可 以 反 过 来 . 
(d) 将 (b) 中 的 归纳 法 扩充 到 包括 量词 的 情况 , 即 我 们 需要 证 明 ,， 如 果 对 每 个 s, ”p 都 具 
有 如 下 性 质 : 
Fa pls] 人 Fw plho s), 


那么 vzy 满足 同样 的 性 质 . (作为 对 ” 的 推理 假设 的 结论 ) 在 任何 情况 下 , 都 有 蕴涵 式 
Fw Vrplh o s] SFa Vrpls]. 


直观 上 看 , 这 是 很 可 靠 的 ; 在 一 个 大 的 集合 | 加 | 中 , 如 果 ” 是 真 的 , 那么 在 一 个 较 小 的 集合 
中 肯定 也 是 真 的 . 详细 地 说 , 对 | 由 | 中 的 每 个 元 素 w， 


Fw vzp[hos] 坟 Fs pl[(hos)(zIh(a))〗 ”由 归纳 假设 , 函数 的 情况 也 是 相同 的 
兮 Fg pl(ho (s(zlo))]， 
兮 Fa pls(zla)] 


现在 为 方便 起 见 ,假定 8 Yzp[h。s], 那么 对 | 名 | 中 每 个 元 素 b, Fe 一 pl(ho s)(zlb)]. 我 们 
需要 如 下 蕴涵 式 : 

(*) 如 果 对 某 个 | 串 | 中 的 六 Fe -=p[(ho s)(z|5)]， 

那么 对 对 某 个 | 到 中 的 a, Fw 一 pl(h os)(zjh(a))]. 
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对 于 给 定 (*)， 有 


F 一 p[(ho s)(z|h(a))] 各 Fs -plho (s(zla))， 由 归纳 假设 , 函数 的 情况 也 是 相同 的 
今 Fa = pls(z|a)] 
> Km Vrpls]. 


如 果 记 将 | 则 映射 到 | 串 | 上 , 那么 (*) 是 显而易见 的 ; 取 a 满足 5= h(a). (即使 h 的 值 不 在 
| 中 | 中 ，(*) 也 可 能 会 成 立 . ) 国 


称 语言 的 两 个 结构 2 与 器 是 初等 等 价 的 (elementarily equivalent)( 记 作弄 三 芝 ) 当 且 仅 
当 对 任意 的 句子 o， 
Fa ca SF o. 
推论 22D 同 构 的 结构 是 初等 等 价 的 : 
B=>A=E= 


实际 上 不 止 如 此 , 同 构 的 结构 在 “结构 ”的 每 个 方面 都 是 相似 的 , 它们 不 只 满足 相同 的 
一 阶 命题 , 也 满足 相同 的 二 阶 (和 更 高 阶 的 ) 命题 ( 即 它 们 是 二 阶 等 价 的 , 甚至 更 高 阶 等 价 ). 

有 些 初 等 等 价 的 结构 是 不 同 构 的 . 例如 ， 可 以 证 明 包含 实数 集 (具有 通常 的 序 关 系 ) 的 
结构 (了 ; <R) 初等 等 价 于 包含 有 理 数 集 (具有 序 关系 ) 的 结构 (Q; <Q)( 见 2.6 节 ). 但 是 @ 是 
可 数 集 , 而 到 是 不 可 数 的 , 因此 ,二 者 肯定 是 不 同 构 的 . 在 2.6 节 , 我 们 会 很 容易 地 明白 不 
同 基数 的 结构 为 什么 初等 等 价 . 


(N; <w); 这 些 结构 在 一 阶 语言 中 无 法 通过 句子 进行 区 分 . 
进一步 , 注意 到 恒 等 映 射 是 从 (P; <P) 到 (N; <w) 中 的 同 构 诺 入 . 因此 , 对 函数 s:T 一 了 
和 无 其 词 的 %， 


F(p;,<p) Pls] 全 FIN<w) 92[s]. 
当 p 包含 量词 时 , 这 个 等 价 就 不 成 立 了 . 例如 ， 


Fw<a vwalvi # v2 = < wo), 


但 是 


长 N;<w) Vv2 (V1 * v2 一 21 < v2 ) [1]. 


结构 外 的 一 个 自 同 构 (automorphism) 是 从 多 到 义 上 的 一 个 同 构 . 多 上 的 恒 等 函 数 很 
显然 是 一 个 到 的 自 同 构 . 六 可 能 会 有 非 平凡 的 自 同 构 ， 也 可 能 没有 . (如 果 恒 等 函数 是 唯一 
的 自 同 构 , 则 称 处 是 国 化 的 . ) 由 同 态 定理 , 可 以 证 明 自 同 构 一 定 保持 可 定义 的 关系 : 


推论 22E 设 h 是 义 的 自 同 构 , RR 是 | 风 | 上 的 元 关系 , 那么 对 己 | 中 任意 的 @1,…， 


Qn, 


(ql) an) ERSO (hla), ,h(an)) ER. 
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证 明 设 y 是 在 六 中 定义 民 的 一 个 公式 , 我 们 需要 知道 
Fa plai, Sy an] 兮 FM ylh(ai), 人 h(an)]. 
由 同 态 定理 , 这 是 显然 的 . 图 


这 个 推论 在 证 明 给 定 的 关系 不 可 定义 时 可 能 会 有 用 . 例如 , 考虑 结构 (R; <), 包含 具有 
通常 序 关系 的 实数 ,该 结构 的 自 同 构 不 过 是 一 个 从 RR 到 RR 的 函数 h,， 这 个 函数 是 严格 递增 
的 : 

a<b 人 Oh(a) < hb). 
满足 该 条 件 的 一 个 函数 是 h(a) = 吧 . 因为 这 个 函数 将 不 属于 N 的 点 映射 到 N 中 了 ,集合 N 
在 此 结构 中 是 不 可 定义 的 . 

另外 一 个 例子 是 在 初等 代数 课本 给 出 的 ， 其 中 讲 到 平面 中 的 向 量 的 长 度 不 能 使 用 向 基 
加 法 和 数量 乘法 进行 定义 . 从 向 量 x 到 2x 中 的 映射 是 平面 的 一 个 自 同 构 , 但 是 不 能 够 保持 
其 长 度 . 从 这 个 角度 来 看 , 讨论 的 结构 ， 


(E; 十 ， fr)reR, 


其 论 域 为 平面 BE, 具有 二 元 向 量 加 法 运算 +, 以 及 (对 RR 中 的 每 个 >) 由 7 确定 的 一 元 数量 
乘法 运算 fi (这 样 所 涉及 的 语言 就 对 于 每 个 实数 有 一 个 一 元 函数 符号 . ) 上 面 所 述 的 双 射 是 
这 个 结构 的 自 同 构 , 但 是 它 不 能 保持 单位 向 量 的 集合 ， 
{x|x € EB 有 x 的 长 度 为 1} 

故 在 这 个 结构 中 , 该 集合 是 不 可 定义 的 . (附注 : 向 量 空间 的 这 个 同 态 称 为 线性 变换 . ) 
习题 
. 证明 : (aj riaFp 这 FF(e 一 pp (bpF39 和 过 Fly 
. 证 明 : 下 面 的 句子 中 的 任何 一 个 都 不 能 由 另外 两 个 逻辑 蕴涵 . (提示 : 给 定 一 个 结构 , 在 此 结构 中 一 个 

句子 是 假 的 , 而 其 他 两 个 是 真 的 . ) 

(a) VrYyYz(Pzy 一 Pyz 一 Pzz) 方便 记 法 a 一 6 一 7 是 a 一 (B 一 >) 

(b) Yzvy(Pzy 一 Pyz — 7 = Y) 


(c) Vr3y Pry 一 ByYT PTY 
证 明 : 


CE 


名 


{vz(a 一 DJ),Yzal F vzB. 
证 明 ; 如 果 z 在 a 中 不 是 自由 出 现 的 , 那么 a F Yza 
证 明 : 公式 z=y 一 Pzfz 一 Pzfy 是 恒 真 的 (其 中 f 是 一 元 函数 符号 , P 是 二 元 谓词 符号 ). 
证 明 : 公式 9 是 恒 真 的 当 且 仅 当 vz6 是 恒 真 的 . 
用 84 页 描述 的 方法 重 述 “& 以 s 满足 p” 的 定义 , 即 递 归 定 义 函 数 h, 使 得 义 以 s 满足 p 当 且 仅 当 
s Eh(wp). 
. 设 三 是 句子 集合 , 且 满 足 对 于 任意 的 句子 , 或 者 瑟 F 7 或 者 也 F 一 7. 假设 义 是 允 的 模型 . 证 明 对 任 
意 的 句子 7, 有 Fw 7 当 且 仅 当 FF 7. 
设 语 言 具 有 相等 和 二 元 谓词 符号 已 . 对 下 面条 件 中 的 每 一 个 , 找 出 一 个 句子 o 使 得 结构 义 是 o 的 模 
型 ， 当 且 仅 当 条 件 被 满足 . 
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(a) | 中 恰 有 两 个 元 素 . 
(b) P” 是 从 | 则 | 到 | 则 | 中 的 机 数 . (如 第 1 章 中 所 述 , 函数 是 单 值 关系 . 对 从 型 到 色 的 函数 f, 其 定义 
域 为 义 的 全 部 , 值 域 是 % 的 子 集 , 但 无 需 是 真子 集 . ) 
(c) P* 是 | 则 | 的 一 个 置换 , 即 P” 是 定义 域 和 值 域 都 是 |a| 的 一 对 一 函数 . 
10. 证 明 ， 
Fw YuzQoaivz[cx] 1 Fa VuzQcu2. 
其 中 Q 是 二 元 谓词 符号 , c 是 常数 符号 . 
11. 给 出 能 够 在 (N; +，) 中 定义 如 下 每 一 个 关系 的 公式 . (假设 语言 具有 相等 符号 和 参数 .v, 十 ，') 
(a) {0}. 
(b) {1}. 
(cj {m,n)In 是 N 中 m 的 后 继 }. 
(dj {m,n)| 在 N 中 mm <n}. 
附注 : 该 题 仅 是 表面 上 的 描述 . 如 果 一 个 关系 在 这 个 结构 中 是 可 定义 的 , 那么 就 称 为 是 算 术 的 . 所 
有 可 以 判定 的 关系 都 是 算术 的 . 算术 关系 可 以 按照 层次 进行 排列 ; 见 3.5 节 . 
12. 设 中 是 结构 (R; 十 ,).( 假 设 语言 具有 相等 符号 和 参数 Y, 十 ,… 9 是 论 域 为 实数 集 R 的 结构 ， 且 
+”,-“ 是 通常 的 加 法 和 乘法 运算 . ) 
(a) 给 出 在 名 中 定义 区 间 [0, ce) 的 公式 ; 
(b) 给 出 在 只 中 定义 集合 {2} 的 公式 ; 
*(c) 证 明 端点 是 代数 的 任意 有 限 个 区 间 的 并 在 中 是 可 定义 的 . (反之 也 是 成 立 的 ; 只 有 这 些 集合 在 
% 中 是 可 定义 的 , 但 这 一 点 我 们 无 法 证 明 . ) 

13. 证 明 同 态 定 理 的 (a). 

14. 实数 集 的 哪些 子 集 在 (R; <) 中 是 可 定义 的 ? 实 平面 R x R 的 哪些 子 集 在 (R; <) 中 是 可 定义 的 ? 
说 明 : (R; <) 的 一 个 很 好 的 性 质 是 从 R 到 其 自身 的 序 保持 映射 恰好 是 自 同 构 的 . 但 是 高 于 二 元 的 关 
系 就 不 一 定 了 , 可 定义 的 三 元 关系 有 2” 个 , 我 们 无 法 将 其 分 类 . 

15. 证 明 : 加 法 关系 {(m, n,p)lp = m+n} 在 (N;-) 中 是 不 可 定义 的 . 提示 : 考虑 (N; :) 的 一 个 自 同 构 , 将 
两 个 素数 互 换 . 
附注 : 从 代数 性 质 上 看 , 带 有 乘法 的 自然 数 不 过 是 具有 No 个 生成 元 ( 即 素数 ) 和 一 个 非 零 元 的 自由 
阿 贝尔 半 群 . 事实 上 , 我 们 无 法 定义 加 法 . 假如 能 够 定义 加 法 , 就 能 够 定义 序 关系 (由 习题 11 和 
传递 性 自然 也 就 可 定义 ). 生成 元 可 以 看 成 都 是 一 样 的 , 即 仅仅 是 素数 的 置换 就 产生 2™o 个 自 同 构 . 
但 是 除 恒 等 以 外 , 没有 一 个 能 够 保持 序 关系 . 

16. 对 每 一 个 正 整 数 n, 给 出 一 个 句子 , 该 句子 有 大 小 为 2n 的 模型 , 但 是 没有 奇数 大 的 模型 . (这 里 的 语 

言 应 该 包括 相等 和 我 们 可 以 选择 的 任意 参数 .) 提 示 : 定义 句子 的 方法 是 “所 有 的 对 象 都 是 红 的 或 者 

是 蓝 的 , f 是 交换 颜色 的 置换 . ” 

说 明 ; 给 定 句子 c, 可 能 会 有 某 些 有 限 模型 ( 即 具有 有 限 论 域 的 模型 ). 定义 o 的 谱 条 为 这 样 一 些 正 

整数 ”的 集合 : o 具有 大 小 为 n 的 模型 . 这 个 习题 证 明了 偶数 集 是 一 个 谱系 . 例如 : 若 o 是 域 公 

理 的 合 取 (只 存在 有 限 多 个 公理 , 故 可 取 其 合 取 ) ,那么 其 谱系 是 素数 的 等 集 . 这 一 点 可 在 任何 有 限 

域 中 证 明 . 反之 , ~- o 的 谱系 是 所 有 的 正 整数 (任意 大 的 非 域 结构 都 存在 ). 

1955 年 Gi nter Asser 提出 如 下 问题 , 谱系 的 补 集 是 否 还 是 谱系 ?只 要 看 到 简单 地 取 否定 是 不 可 行 的 

(如 上 有 段 所 述 ), 就 会 看 出 这 个 问题 不 是 轻易 就 能 回答 的 . 事实 上 , 作为 著名 的 谱系 问题 , 该 问题 还 

没有 解决 . 但 是 现在 的 工作 已 经 转移 到 另外 一 个 公开 的 问题 上 , 即 是 否 co-NP=NP. 

(a) 考虑 带 有 等 号 的 语言 , 除 v 外 其 唯一 的 参数 是 二 元 谓词 符号 P. 证 明 : 如 果 久 是 有 限 的 且 六 三 

外 ,那么 入 与 外 同 构 . 提示 : 假设 处 的 论 域 大 小 为 n. 令 单 句子 "具有 3ul …3uwng 的 形式 , 表示 

则 是 “完全 的 ”. 即 , 一 方面 , o 在 处 中 必定 是 真 的 ; 另 一 方面 , o 的 任何 模型 一 定 与 外 同 构 . 
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*(b) 证 明 无 论语 言 中 包含 什么 参数 ，(a) 的 结果 都 是 成 立 的 . 

18. 全 称 公 式 (V1) 是 形式 为 Vz1…zn9 的 公式 , 存在 公式 (3:) 是 形式 为 3zl …zng 的 公式 , 其 中 0 是 
无 量词 . 设 处 是 B 的 子 结 构 ,s :Y 一 ||. 

(a) 证 明 : 如 果 Fa ws] 且 % 是 存在 公式 ， 那 么 Fw [sj]. 如 果 Fw ols] 上 且 wp 是 全 称 公 式 , 那么 
Fa wp[s]. 

(b) 推断 : 句子 3zPz 不 会 等 价 二 任何 全 称 公 式 , VzPz 也 不 会 等 价 于 任何 存在 公式 . 

说 明 : (a) 的 意思 是 ( 当 yp 是 句子 时 ) 任何 全 称 句 了 是 “在 子 结构 中 都 可 以 保持 的 ”. 由 于 全 称 是 语法 

性 质 ， 其 必定 与 符号 串 相关 . 反 过 来 在 子 结 构 中 保持 则 是 语义 性 质 ， 其 必定 与 结 愧 相关 . 但 是 这 

一 语义 性 质保 持 了 逻辑 等 价 的 语法 性 质 (这 止 是 我 们 所 需要 的 ). 即 ， 如果 o 在 子 结构 中 总 是 成 立 

的 句子 , 那么 o 逻辑 等 价 于 全 称 句子 . (这 - -点 要 归功 于 洛斯 和 塔 斯 基 . ) 

19. 32 公式 是 形式 为 3zl…:zng 的 公式 ， 其 中 9 是 全 称 公式 . 

(a) 证 明 : 如 果 某 语言 中 不 含 函数 符号 (也 不 含 常量 符号 ), 其 中 一 个 3 句子 在 义 中 是 真 的 , 那么 它 
必定 在 处 的 某 个 有 限 子 结构 中 也 是 真 的 . 

(b) 推断 : Vz3yPzy 不 会 与 任何 32 句子 等 价 . 

设 语言 有 等 号 和 二 元 谓词 符号 已 . 考虑 两 个 结构 (Ni <) 和 (R; <): 

(a) 试 找 出 一 个 句子 , 它 在 一 个 结构 中 是 真 的 , 在 另外 一 个 中 是 假 的 . 

(b) 证 明 : 任何 32 句子 (如 上 题 ) 在 结构 (N; <) 中 为 真 则 必 在 (R; <) 中 也 为 真 . 提示 : 首先 , 对 于 任 
意 有 限 实数 的 集合 ,存在 (R; <) 的 从 实数 到 自然 数 的 自 同 态 . 其 次 ,由 习题 18, 全 称 公 式 在 
子 结构 中 是 成 立 的 . 

21. 考虑 在 我 们 的 语言 中 加 入 新 的 量词 . 公式 了 za( 读 作 存 在 唯一 的 z 满足 ) 在 & 中 以 s 满足 成 立 当 且 
仅 当 存在 唯一 的 一 个 ae | 中 | 使 得 Fa al[s(zlo)]. 设 该 语言 共有 相等 符号 , 证 明 加 入 的 这 一 新 的 量 
词 是 没有 意义 的 , 即 原 语言 中 可 以 找到 一 个 与 3tiza 等 价 的 公式 . 

22. 设 中 是 结构 且 h 是 函数 , ran h = | 虽 . 证 明 存 在 结构 站 , 使 得 h 是 一 个 从 B 到 人 次 上 的 同 态 . 提示 : 

取 | 吕 | = dom h. 一 般 地 , 需要 使 用 选择 公理 在 吧 中 定义 函数 ,除非 h 是 一 对 一 的 . 

说 明 : 该 结果 产生 “不 含 等 号 的 升 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 ”( 见 习题 2.6). 即 , 不 含 等 号 时 , 任意 一 个 结 

构 & 都 有 任意 更 高 基数 的 扩充 结构 B, 使 得 岂 与 四 是 初等 等 价 的 , 除了 相等 . 除非 加 入 等 号 ， 否 

则 这 个 结论 是 最 强 的 . 

设 岂 是 一 个 结构 , 且 9 是 一 对 一 函数 , 定义 域 为 则 |. 证 明 存在 唯一 的 结构 加 使 得 9 是 从 多 到 上 

的 同 构 . 

设 h 是 中 到 8 中 的 同 构 嵌 入 . 证 明 存 在 一 个 同 构 于 包 的 结构 E, 使 得 岂 是 上 的 子 结构 . 提示 : 设 g 

是 定义 域 为 | 名 | 的 一 对 一 函数 , 使 得 g(h(a)) = a, ae | 唱 . 构造 € 使 得 g 是 从 多 到 < 上 的 同 构 . 

说 明 : 该 结果 并 不 奇怪 . 相反 , 这 是 一 个 明显 的 结果 . 即 如 果 刚 可 以 同 构 戏 入 到 多 中 , 那么 就 可 以 将 

则 看 作 % 的 子 结构 . 

考虑 固定 的 结构 处 . 在 语言 中 , 对 每 个 ae 区 |, 添加 一 个 新 的 常数 符号 co. 设 &+ 是 扩充 后 的 语言 的 

结构 ， 其 保持 刚 的 原 有 参数, 并 将 co 指派 给 a. | 六 | 上 的 关系 RR 称 为 在 4 中 可 以 由 点 定义 的 当 

且 仅 当 R 在 浆 + 中 是 可 定义 的 . (与 通常 的 可 定义 唯一 的 不 同 是 语言 中 对 | 列 | 中 的 元 素 都 有 参数 . ) 

设 只 = (R;<,+,-). 

(a) 证 明 : 如 果 外 是 R 的 子 集 , 包含 有限 多 个 区 间 的 并 , 那么 岂 在 R 中 可 由 点 定义 . 

(b) 设 义 三 %, 证 明 | 凶 | 的 所 有 非 空 有限, 旦 在 则 中 可 由 点 定义 的 子 集 , 在 | 则 中 有 最 小 上 界 (以 
< 排序 ). 

说 明 : 在 一 个 结构 中 的 可 定义 的 标准 的 说 法 是 “由 参数 可 定义 的 ”; 此 处 使 用 “点 (point)” 是 因为 “ 参 

数 ” 一 词 在 本 章 中 另 有 其 他 的 含义 . 有 序 实数 域 可 以 看 成 是 完备 序 域 . (这 一 点 在 分 析 课 中 都 会 讲 

到 . ) 但 是 完备 性 ( 即 非 空 有 限 集合 存在 最 小 上 界 ) 不 是 一 阶 性 质 . 见 4.1 节 习 题 4. 完备 性 的 一 阶 
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“ 像 (image)” 可 以 在 一 阶 命题 中 将 X 替换 为 一 阶 公 式 yp 得 到 . 这 个 结果 ( 即将 yp 作 变 元 并 取 全 
称 闭 包 得 到 的 句子 集合 ) 说 明 对 于 可 由 点 定义 的 集合 保持 最 小 上 和 界 的 性 质 . 满足 这 些 句子 的 有 序 

实 域 称 为 “ 实 封闭 的 有 序 域 ”. 
令 人 惊讶 的 是 这 些 域 不 是 逻辑 学 家 发 明 的 , 而 是 代数 学 家 首先 研究 的 , 读者 可 以 在 范 德 瓦尔 登 (van 
der Waerden) 的 《近世 代数 》(AMfodern Algebra) 的 第 1 卷 中 找到 相关 的 内 容 . 当然 , 作者 没有 涉 
及 逻辑 的 内 容 . 塔 斯 基 证 明了 任意 的 实 闭 有 序 域 初等 等 价 十 实数 域 . 由 此 可 知 ， 实 闭 有 序 域 是 可 

定义 的 . 

26. (a) 考虑 某 个 结构 久 , 定义 其 初等 类 型 (elementary type) 为 初等 等 价 于 列 的 结构 类 . 证 明 : 这 个 类 就 
是 ECA. 提示 : 证 明 其 为 Mod Th . 

(b) 称 结构 类 大 为 初等 封闭 的 类 或 者 ECL, 如 果 一 个 结构 属 十 大 , 那么 所 有 与 它 初 等 等 价 的 结构 都 
属于 大 . 证 明 任 意 这 样 的 类 是 ECA 类 的 并 . (如 果 一 个 类 是 ECA 类 的 并 则 称 为 ECAz 类 , 这 
种 记 法 源 十 拓扑 学 . ) 

(c) 反之 , 证 明 任 意 ECA 类 的 并 形成 的 类 是 初等 等 价 封闭 的 . 

设 语言 的 参数 是 Y 和 二 元 谓词 符号 已 , 试 列 出 所 有 不 同 构 的 大 小 为 2 的 结构 . 即 给 出 一 个 结构 列表 

(其 每 个 结构 的 域 的 大 小 是 2 ), 使 得 任意 大 小 为 2 的 结构 恰好 同 构 于 其 中 的 某 一 个 . 

28. 对 如 下 每 一 对 结构 , 通过 给 出 一 个 句子 使 得 其 在 一 个 结构 中 是 真 的 , 而 在 另外 一 个 结构 中 是 假 的 来 
证 明 它 们 不 是 初等 等 价 的 .( 这 里 的 语言 包括 Y 和 一 元 函数 符号 . ) 

(a) (R; x) 和 (R*; x*), 其 中 x 是 通常 的 实数 乘法 运算 , R” 是 非 零 的 实数 集 , x* 是 将 x 限制 在 非 零 
实数 上 的 运算 . : 

(b) (N; +) 和 (P; 十 *), 其 中 了 P 是 正 整数 集 , +* 是 将 通常 的 加 法 + 限制 在 P 上 的 运算 . 

(c) 对 于 (a), (b) 的 4 个 结构 中 的 每 一 个 , 给 出 一 个 句子 使 得 其 在 该 结构 中 是 真 的 , 而 在 另外 3 个 
中 是 假 的 . 
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如 同 命题 逻辑 一 样 ,我 们 需要 知道 公式 的 唯一 分 解 性 ， 以 找到 其 构造 方式 . 这 种 唯一 性 
对 于 判断 那些 使 用 递归 的 定义 是 必要 的 ， 比 如 上 一 节 中 的 满足 性 的 定义 . 
我 们 使 用 波兰 记 法 来 表示 项 ; 公式 要 使 用 括号 . 相应 地 ， 首 先 考虑 项 的 分 解 过 程 , 证 明 
唯一 可 读 性 . 然后 , 将 此 方法 扩充 到 公式 ， 
项 是 通过 符号 函数 对 变量 和 常数 的 运算 得 到 的 . 定义 符号 函数 到, 使 得 对 符号 s, K(s) = 
1 一 n, 其 中 n 是 项 的 个 数 . 
K(z) =1-0= 1, 对 变量 z; 
K(c) ==1-0= 1, 对 常数 符号 ci 
K(f) = 1 一 n, 对 nn 元 函数 符号 f. 
通过 如 下 方式 将 K 扩充 到 表达 式 的 集合 
K(sis2:.: sn) = K(s1)+ K(s2) + + K(sn). 
由 于 任何 符号 都 不 是 其 他 符号 的 有 限 序列 , 因此 这 个 定义 是 无 二 义 性 的 . 
引 理 23A 对 于 任意 项 t, K(t) = 1. 


1. 如 果 读 者 愿意 接受 用 递归 的 方式 给 出 的 定义 , 本 节 的 内 容 可 以 跳 过 ， 
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证 明 对 上 使 用 归纳 法 . 对 于 nn 元 函数 符号 矿 的 归纳 步骤 为 
Ki 如)= (由 +(GL+ +D=1 国 
NE 一 
n 个 
事实 上 , K 是 满足 引 理 23A 的 唯一 的 符号 函数 . 由 此 引 理 , 如果 s 是 m 个 项 的 连接 ， 
那么 K(e) = m. 


符号 串 (s1,… , sn) 的 终 段 (terminal segment) 是 指 形式 为 (sk, skp41,… ,sn) 的 符号 帅 ， 
其 中 1<kg<n. 


引 理 23B 项 的 任意 终 段 是 一 个 或 者 多 个 项 的 连接 . 
证 明 对 项 使 用 归纳 法 . 对 一 个 符号 的 项 ( 即 一 个 变量 或 者 一 个 常数 符号 ), 结论 是 显然 
的 . 对 项 ft1,… ,tn, 其 任意 终 段 (其 自身 除外 ) 必定 等 于 


大 不 上 1 如， 


其 中 kgsn 且 帮 是 碌 的 终 段 . 由 归纳 假设 , 妇 是 mm 个 项 的 连接 ,其 中 m > 1. 这 样 , 就 有 
mm 十 (n 一 k) 项 . 国 


推论 23C 一 个 项 的 任何 真 的 初始 段 都 不 是 项 . 如 果 拍 是 t 的 真 的 初始 段 ， 那么 K(t1) 
< |. 

证 明 设 项 t 被 分 为 真 的 初始 段 二 和 终 段 妇 , 那么 1= K(t) = K(t1) +KK(t2), 且 由 引 
理 23B, K(t2) > 1. 因此, K(t1) <1, 且 妇 不 是 项 . 图 


2.3.1 项 的 解析 


对 于 给 定 的 表达 式 , 需要 一 个 算法 判定 是 不 是 合法 的 项 , 如 果 是 , 则 要 构建 其 唯一 的 树 ， 
以 说 明 这 个 项 是 如 何 构成 的 . 

对 于 给 定 的 一 个 表达 式 , 我 们 要 构建 一 棵 树 , 树 根 就 是 给 定 的 表达 式 . 开始 , 树 中 只 有 
这 一 个 节点 , 但 是 随 着 构建 过 程 的 继续 , 树 开始 向 下 生长 . 

算法 包括 以 下 两 步 : 

(1) 如 果 每 个 最 小 的 节点 (最 底部 ) 只 有 一 个 符号 (必定 : 是 一 个 变量 或 者 一 个 常数 符 
号 ), 那么 算法 结束 . 否则 , 选择 一 个 具有 多 个 符号 的 最 小 的 节点 , 检查 其 表达 式 ， 

(2) 第 一 个 符号 必定 : 是 nw 元 函数 符号 , 记 作 f, 这 里 的 n> 0. 在 当前 节点 下 创建 个 
新 的 节点 . 扫描 f 后 面 的 表达 式 , 直到 过 到 第 一 个 K(t) = 1 的 (关于 变量 , 常数 符号 和 函数 
符号 的 ) 串 t, 那么 t 就 是 最 左边 的 未 标记 的 新 节点 的 表达 式 . 对 表达 式 的 其 余部 分 重复 此 过 
程 , 直到 所 有 n 个 新 节点 都 被 标记 ,该 表达 式 全 部 完成 “, 返回 第 1 步 . 

与 1.3 节 类 似 , 关键 问题 在 于 树 要 能 够 唯一 确定 . 在 第 2 步 ,选择 第 一 个 满足 K(t) = 1 
的 串 t. 不 能 使 用 比 t 更 小 的 (使 用 引 理 2.3A, 就 要 求 K(t) = 1 ), 也 不 能 使 用 比 t 更 长 的 ( 因 
为 更 长 的 串 含 有 天 的 = 1 的 真 的 初始 段 , 与 推论 23C 矛盾 ), 这 样 t 的 选择 就 是 唯一 的 . 

如 果 算 法 终止 , 那么 结构 可 能 有 两 个 : (1) 给 定 的 表达 式 不 是 项 ; (2) 已 经 构建 成 了 一 棵 
树 , 该 树 能 够 表示 表达 式 , 且 是 合法 构建 的 . 


1. 否则 , 此 处 的 表达 式 不 是 项 . 我 们 拒绝 给 定 的 表达 式 不 是 项 , 停止. 
2. 如 果 在 找到 这 样 的 上 之 前 到 达 表 达 式 的 结尾 , 那么 这 样 的 表达 式 不 是 项 , 我 们 拒绝 给 定 的 表达 式 不 是 项 , 停止 . 
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我 们 可 以 强调 1.4 节 中 的 唯一 性 如 下 . 


项 的 唯一 可 解释 性 定理 ”项 集 是 由 变量 集 和 常数 符号 通过 Fr 运算 自由 生成 的 . 

证 明 首先 , 显而易见 ， 如果 上 关 g, 那么 ran Fr 与 万 是 不 交 的 ; 这 只 需要 检查 第 一 
个 符号 . 其 次 , 来 自 变量 和 常数 符号 的 集合 的 两 个 值 域 也 是 不 交 的 . 只 需 证 明 ， 当 限制 到 项 
上 时 ,Fr 是 一 对 一 的 . 假设 对 二 元 函数 六 有 


jita = jst4. 


删除 第 一 个 字符 后 得 到 


tit» = tata. 


如 果 关 t3， 那 么 其 中 一 个 就 是 另外 一 个 的 真 初始 段 ， 由 推论 23C， 这 是 不 可 能 的 . 因此 
t= ta, 接 下 来 ,类似 地 可 以 得 到 to = 妈 . 


2.3.2 ”公式 的 解析 
将 上 述 方法 扩充 到 公式 上 , 现在 定义 K 在 其 他 符号 上 的 取 值 : 


K(()=-—1 
K())=1 
K(V)=—1; 
K(-)=0; 
天 (一 ) = 一 1 
K(P)=1 一 n ”对 n 元 谓词 符号 P; 
K(=)=-1 
其 实 定义 的 基本 思想 还 是 K(s) 的 取 值 为 1 - mn， 其 中 n 是 对 象 的 数目 ( 右 括号 ,项 或 者 公 
式 ). 将 K 扩充 到 所 有 表达 式 的 集合 上 , 即 107 


Kl(si:**sn)= K(s1) + + Kl(sn). 


引 理 23D 对 于 任意 合式 公式 a, K(a) = 1. 


证 明 直接 使 用 归纳 法 即 得 . 国 
引 理 23E 对 于 合式 公式 a 的 任意 真 的 初始 段 ao’, 天 (ao ) <1. 
证 明 对 a 使 用 归纳 法 , 详细 步骤 留 作 习题 (习题 1). 国 


推论 23F 公式 的 任何 真 的 初始 段 都 不 是 公式 ， 


有 了 这 些 以 后 , 就 可 以 像 1.3 节 那 样 进一步 深入 学 习 了 . 将 最 小 的 节点 的 命题 符 导 替换 
为 原子 公式 (区 别 : 原来 是 n 项 , 现在 则 换 成 了 n 元 谓词 符号 ). 

非 原 子 的 合式 公式 的 开始 有 两 种 ，vv; 或 者 (. 前 一 种 情况 ， 需 要 建立 新 的 节点 ; 而 后 
一 种 情况 ， 则 需要 检查 下 一 个 符号 是 不 是 -. 如 果 不 是 ， 则 需要 对 括号 计数 或 者 使 用 K 函 
数 一 一 这 两 种 方法 都 可 以 使 用 一 “以 进行 正确 分 割 ， 
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再 次 , 与 1.4 节 类 似 的 唯一 可 解释 性 如 下 : 


公式 的 唯一 可 解释 性 定理 ”合式 公式 的 集合 是 由 原子 公式 通过 E.,, 6E_, 和 Qi(i = 12……) 
运算 自由 生成 的 . 

证 明 一 元 运算 5- 和 Q@; 显然 都 是 一 对 一 的 , 与 1.4 节 中 一 样 , 可 以 证 明 限 制 到 合式 公 
式 上 是 一 对 一 的 . 

基于 如 下 不 同 之 处 , 定理 证 明 的 另 一 部 分 是 不 同 的 . 

(1) 对 于 i 关 j, ranE-, ran Qi, ran Q; 和 原子 公式 的 集合 是 互 不 相交 的 . (只 需要 看 前 两 
个 符号 . ) 

(2) 类 似 地 ,对 于 i 关 j, ranE-,, ran Qi, ran Qi 和 原子 公式 的 集合 也 是 互 不 相交 的 . 

(3) 对 于 合式 公式 6，( Qa) 关 (8 一 7)， 因 为 任何 合式 公式 的 起 始 符 号 都 不 是 ~， 因 
此 , E- 与 6 ,限制 到 合式 公式 的 取 值 是 不 交 的 . 


习 是 
1. 证 明 对 于 一 个 合式 公式 a 的 真 的 初始 段 ,天 (ao ) < 1. 
2. 设 e 是 包含 变量 , 常数 符号 和 函数 符号 的 表达 式 . 证 明 : e 是 项 当 且 仅 当 K(e) = 1 且 对 e 的 任意 终 段 


e', 我 人 有 K(e')>0. 提示 : 证 明 更 强 一 些 的 结果 : 如 果 对 es 的 任意 终 段 e,K(e') > 0, 那么 < 是 
K(e) 个 项 的 连接 . (这 一 算法 要 归功 于 Jiskowski. ) 


2.4 ”演绎 计算 


假如 有 EF 7, 我 们 应 该 用 什么 方法 来 证 明 它 呢 ? 这 需要 进行 证 明 吗 ? 

这 个 问题 需要 考虑 证 明 是 如 何 构成 的 . 证 明 就 是 给 出 论据 , 使 得 人 们 能 够 彻底 相信 我 们 
给 出 的 断言 (在 这 里 , 就 是 了 EF 7) 是 正确 的 . 

这 就 要 求证 明 应 该 是 有 限 长 的 , 因为 我 们 无 法 给 人 以 无 限 长 的 东西 . 如 果 假 设 条 件 的 集 
合 习 是 无 限 的 ,那么 我 们 也 只 能 使 用 其 中 有 限 的 一 部 分 . 一 阶 软 辑 的 紧 致 性 定理 可 以 保证 
存在 有 限 集合 Yo C ,其 中 2o 满足 Bo F 7. (在 2.5 节 , 将 使 用 本 节 的 演绎 运算 证 明 该 定 
理 . ) 

除 长 度 要 求 有 限 外 , 证 明 的 另外 一 个 本 质 特 征 是 能 够 进行 验证 ， 以 确保 其 不 包含 错误 . 
这 个 验证 必须 是 恒 真 的 ; 是 可 以 按照 步骤 实施 的 ， 而 不 能 仅 赁 验证 者 的 灵感 内 现 . 特别 地 ， 
从 无 假设 条 件 开始 的 证 明 ( 即 对 F r 的 证 明 ) 的 集合 必须 是 可 判定 的 . 这 意味 着 无 假设 条 件 
的 可 证 明 的 公式 集合 必须 是 能 行 可 枚 举 的 . 这 是 因为 , 原则 上 , 通过 生成 所 有 符号 串 和 从 中 
将 可 证 明 的 句子 找 出 来 的 方式 , 可 以 枚 举 出 所 有 可 证 明 的 句子 . 当 找到 一 个 证 明 时 , 其 最 后 
一 行 就 出 现在 可 证 明 列 表 中 .( 在 2.5 节 的 结尾 ， 有 更 详细 的 论述 , ) 此 处 的 可 枚 举 定理 (在 
2.5 节 证 明 ) 说 明 : 在 合理 的 条 件 下 , 恒 真 的 公式 集 确实 是 可 以 枚 举 的 . 

这 样 ， 对 于 逻辑 蕴涵 满足 性 的 证 明 的 存在 性 ， 紧 致 性 定理 和 可 枚 举 定理 就 是 必要 条 件 . 
反 过 来 , 这 两 个 定理 也 是 证 明 存在 性 的 充分 条 件 . 设 区 EF +r， 由 紧 致 性 定理 ， 存 在 有 限 集合 
{00,… ,on} E 了 2 逻辑 列 涵 7, 那么 m 一 … 一 on 一 7 就 是 恒 真 的 (2.2 节 的 习题 1). 这 样 ， 
为 证 明 器 7, 就 需要 执行 对 恒 真 公式 的 有 限 次 枚 举 , 直到 出 现 m 一 … 一 on 一 7 为止 , 并 
对 每 个 i, 验证 ci e 2. (这 可 以 和 2.2 节 讨 论 的 逻辑 蕴涵 的 原始 定义 的 复杂 过 程 进行 比较 . ) 
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记录 枚 举 的 过 程 ， 就 会 产生 m 一 … 一 on 一 T, 这 就 可 以 看 作 于 Fr 的 证 明 . 作为 一 个 证 
明 , 那些 认为 能 行 枚 举 过 程 是 正确 的 人 能 够 接受 这 一 证 明 . 

与 前 面 的 讨论 不 同 , 本 节 主 要 讨论 的 问题 如 下 : 介绍 形式 证 明 , 我 们 称 之 为 演绎 , 以 避 
免 与 自然 语言 中 的 证 明 混淆 . (在 我 们 的 演绎 思想 模型 中 ) 这 将 会 反映 数学 家 所 做 的 证 明 , 这 
些 证 明 为 了 向 其 同行 证 实 某 个 特定 的 事实 . 然后 在 2.5 节 证 明 ， 只 要 2 F 7， 就 会 存在 一 个 
从 三 到 7 的 演绎 . 如 前 所 述 , 我 们 会 得 到 紧 致 性 定理 和 可 枚 举 定理 的 证 明 . 在 此 过 程 中 , 我 
们 会 明确 演绎 方法 能 够 足以 说 明 , 给 定 的 句子 实际 上 是 由 其 他 命题 逻辑 绚 涵 的 . 换 句 话说 ， 
我 们 的 目标 是 得 到 一 个 关于 演绎 的 简洁 的 数学 概念 ， 这 个 概念 在 一 阶 逻辑 的 环境 下 是 充分 
而 正确 的 . 


2.4.1 ”形式 演绎 


选择 一 个 有 限 的 公式 集 A, 称 之 为 逻辑 公理 ; 并 制定 推理 规则 , 这 些 规则 可 以 使 我 们 从 
某 些 公式 获得 新 的 公式 . 然后 对 于 公式 集 TT, 的 定理 是 指 由 TUA 中 的 公式 通过 (有 限 
次 ) 使 用 推理 规则 得 到 的 公式 . 如 果 yo 是 工 的 定理 ( 记 作 :下 FF o), 那么 为 了 得 到 公式 , 由 
TUA 使 用 推理 规则 的 公式 序列 称 之 为 从 工 到 y 的 一 个 演绎 (在 下 面 解释 ). 

推理 规则 的 选择 当然 不 止 一 种 . 在 本 节 中 , 我 们 给 出 一 阶 逻辑 的 一 个 演绎 计算 方法 , 该 
计算 方法 是 很 多 可 能 方法 中 的 一 个 . (例如 , 可 以 取 A = 办 通过 选择 使 用 一 些 推理 规则 . 当 
然 , 也 可 以 取 另 一 个 极端 , 选择 A 为 无 限 多 的 公式 集 , 但 只 使 用 一 条 规则 , ) 

我 们 选择 的 推理 规则 是 传统 上 著名 的 假 言 推理 (modus ponen), 通常 表述 为 : 从 公式 a 
和 a 一 B, 可 以 得 到 6: 


Qaoa—pb 
B 
这 样 , 公式 集 工 的 定理 就 是 从 下 UA 通过 有 限 次 使 用 假 言 推理 可 以 得 到 的 公式 . 


定义 从 T 工 到 的 一 个 演绎 是 一 个 有 限 的 公式 序列 (ao,… ,an), 使 得 an = gp， 且 对 
每 个 kn, 或 者 (a) ak 在 TUA 中 ; 或 者 (b) ak 可 以 由 序列 中 出 现在 该 公式 之 前 的 两 个 
公式 通过 假 言 推理 得 到 ， 即 ,对 小 于 上 的 i 和 j, Qj; 是 ai 一 ak， 


如 果 存 在 这 样 的 演绎 , 则 称 yp 是 由 工 可 演绎 推出 的 , 或 者 % 是 工 的 定理 , 记 作 TH vy. 

可 以 从 另外 一 个 角度 来 看 这 个 问题 : 由 工 到 yp 的 一 个 演绎 可 以 看 作 是 一 个 构造 序列 ， 
该 序列 说 明 w 是 如 何 从 下 UA 通过 有 限 次 使 用 假 言 推理 得 到 的 . (我 们 不 能 说 p 是 从 TUA 
构建 的 . 这 不 同 于 从 短 的 公式 生成 长 公式 的 构造 运算 , 因为 假 言 推理 可 以 从 长 的 公式 得 到 短 
的 公式 . ) 即 工 的 定理 集合 恰好 是 由 集合 下 UA 通过 假 言 推理 可 以 获得 的 公式 集 . 

这 与 1.4 节 讨 论 的 情况 有 两 点 不 同 : 一 个 重要 的 和 一 个 不 重要 的 . 不 重要 的 区 别 在 于 可 
以 通过 假 言 推理 “部 分 定义 ”的 运算 来 得 到 定理 集 , 运算 的 定义 域 只 包括 形 如 (aa 一 6) 的 
公式 对 (相对 于 “全 局 定义 ”的 构建 公式 的 运算 ). 更 重要 的 区 别 则 在 于 定理 集 不 是 由 下 UA 
通过 使 用 假 言 推理 自由 生成 的 . 这 反映 了 一 个 事实 : 一 个 定理 不 只 有 一 个 唯一 的 演绎 . 在 1.3 
节 和 2.3 节 , 我 们 关心 的 是 对 于 任意 的 合式 公式 存在 唯一 的 树 (这 可 以 恒 真 计算 出 来 ), 用 以 
说 明 yp 是 如 何 使 用 公式 构造 运算 来 建立 的 . 这 里 , 树 不 再 是 唯一 的 ,其 计算 方式 也 就 大 不 相 
同 了 . 
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尽管 如 此 , 还 是 可 以 得 到 如 下 的 归纳 原理 . 只 要 ae 5 且 (a 一 8)e5, 那么 Be5, 则 
称 公 式 集 9 在 假 言 推理 下 是 封闭 的 . 


归纳 原理 设 5 是 包含 TUA 的 合式 公式 的 集合 , 且 在 假 言 推理 下 是 封闭 的 , 那么 9 包 
含 荆 的 所 有 定理 . 


例如 ,如 果 公式 5, Y 和 7 一 8 一 a 都 在 TUA 中 , 那么 TH a , 下面 的 树 说 明 a 是 如 
何 得 到 的 , 也 说 明了 TF a. 


一 个 
fF Ba 
2 


尽管 可 以 将 演绎 定义 为 这 样 的 树 , 但 是 将 其 看 作 由 这 样 的 树 压 缩 成 的 线性 序列 会 显得 更 简单 
一 些 . 

现在 ， 我 们 给 出 逻辑 公理 的 集合 A， 可 以 将 其 分 为 6 组 ， 称 合式 公式 是 多 的 概 
化 (generalization) 当 且 仅 当 对 某 个 n > 0 和 某 些 变量 zl,…… ,zn， 


p= Vr YTny. 


这 里 包含 n = 0 的 情形 , 即 任意 合式 公式 都 是 其 自身 的 一 个 概 化 . 逻辑 公理 都 是 如 下 形 
式 合式 公式 的 概 化 , 其 中 > 和 y 都 是 变量 , 并 且 a 和 6 是 合式 公式 ， 

(1) 重 言 式 . 

(2) Yza 一 af, 其 中 tt 是 z 在 a 中 的 替换 . 

(3) Vz(a — B) — (Yra — YzpP). 

(4) a 一 Vza, 其 中 z 在 a 中 不 是 自由 出 现 的 . 

如 果 语 言 包 含 相等 符号 , 那么 需要 加 上 如 下 两 组 : 

(5) z= Zi 

(6) x =y 一 (a 一 a'), 其 中 a 是 原子 的 且 a 是 有 限 次 的 将 a 中 的 z 替换 为 y 得 到 的 . 

第 3~6 组 公理 的 大 部 分 都 是 清楚 的 ， 后 面 会 有 很 多 例子 . 第 1 和 2 组 公理 需要 解释 一 
下 . 当然 , 上 述 6 组 逻辑 公理 的 出 现 有 些 突 无 , 后 面 将 会 对 其 中 每 一 组 的 来 源 进行 说 明 . 


2.4.2 ”替换 
在 第 2 组 公理 中 , 我 们 发 现 


Ya 一 QF. 


这 里 af 是 将 公式 a 中 自由 出 现 的 变量 z 都 替换 为 上 所 得 到 的 表达 式 . 这 个 概念 也 可 以 通过 
递归 进行 定义 : 

(1) 对 原子 公式 a，og 是 将 公式 a 中 的 所 有 变量 z 替换 为 t+ 所 得 到 的 表达 式 .( 详 见习 
题 1, 注意 af 本 身 是 公式 . ) 

(2) (人 oF = (+ oF). 

(3) (a = BF = (of = Pe). 
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Vya 如 果 z = 沁 
Vya)? = 
3 | Ww(af) 如 果 z 关 
例 (1) pz = vy. 
(2) (@z 一 YzPz)y = (Qy 一 YzPz). 
(3) 如 果 aw 是 -Yyz = 二 y, 那 么 vza 一 ao; 是 


Vr VYT = Yo ~ VYyz = Y. 
(4) 对 (3) 中 的 a, Yza 一 az 是 
Yr- VYT = Yo — Vyy = Y. 


上 述 最 后 的 一 个 例子 说 明了 必须 要 注意 的 问题 . 总 体 上 说 , Vza 一 az 似乎 是 一 个 非常 
合理 的 公理 . (“如 果 a 对 于 任意 对 象 都 是 真 的 ， 那么 对 于 t 也 肯定 是 真 的 . ”) 但 是 在 例 4 
中 , 形式 为 Yra 一 ag 的 句子 几乎 总 是 假 的 . 其 前 提 Yz- Vyx = y 在 论 域 里 有 两 个 或 者 多 个 
元 素 的 任何 结构 下 都 是 真 的 . 但 是 其 结论 ~ Yyy = y 在 任何 结构 下 都 是 假 的 . 因此 ,该 句子 
就 是 错误 的 . 

问题 是 当 y 替换 z 后 , 受到 了 全 称 量词 Vy 的 限制 . 需要 对 第 2 组 公理 加 以 限制 使 之 能 
够 排除 这 类 量词 的 限制 问题 . 非 正式 地 , 如 果 在 项 上 中 有 某 个 y 在 az 中 受到 全 称 量词 Vy 的 
限制 , 则 项 t 不 能 够 蔡 换 a 中 的 z. 其 正式 定义 可 以 使 用 递归 定义 如 下 . (因为 后 面 的 归纳 证 
明 中 会 用 到 这 个 概念 ， 所 以 递归 定义 实际 上 是 最 有 用 的 . ) 

设 z 是 变量 , t 是 项 , 定义 “在 a 中 上 可 以 替换 zx” 如 下 : 

(1) 对 原子 公式 a, 在 a 中 可 以 替换 x. (在 a 中 没有 量词 , 因此 也 不 会 受 其 限制 . ) 

(2) 在 (~ a) 中 二 可 以 替换 z 当 且 仅 当 在 a 中 可 以 替换 zx. 在 (a 一 PB) 中 可 以 替换 
z 当 且 仅 当 在 a 和 6 中 都 可 以 苦 换 z. 

(3) 在 Vya 中 七 可 以 替换 z 当 且 仅 当 或 者 (a) z 在 Vya 中 不 是 自由 出 现 的 , 或 者 (b) y 
在 上 中 不 出 现 且 在 a 中 可 以 替换 z. 

(这 一 点 是 为 了 保证 在 t 中 没有 受到 前 级 vy 限制 的 对 象 , 且 在 a 内 部 没有 出 现 问题 . ) 

例如 , z 在 任何 公式 中 总 可 以 替换 其 自己 . 如 果 t 不 包含 出 现在 a 中 的 变量 , 那么 在 a 
中 七 可 以 替换 z. 

读者 要 注意 不 要 混淆 这 些 词 . 即使 夺 不 能 够 替换 a 中 的 z, 由 a 通过 把 那些 自由 出 现 的 
z 替换 为 t, 仍 可 得 到 af. 用 这 样 的 替换 来 构造 oz, 即使 非常 谨慎 的 人 也 不 会 认为 此 为 明智 
之 举 . 

第 2 组 公理 包括 了 具有 如 下 形式 的 公式 的 所 有 概 化 : 


VYza 一 az， 
其 中 项 t 在 公式 a 中 可 以 替换 x. 例如 , 在 第 2 组 公理 中 

| Vvs(Voi (Av1 一 Vu2 Av2) 一 (Av2 一 Vv Av2)) 
其 中 zz 是, a 是 4ul 一 Vw2hAv2, 且 t 是 ww. 另 一 方面 ， 


Yowl VV2 BY1 Vo 一 Vy»2 Bv2 v2 
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不 在 第 2 组 公理 中 , 因为 v2 在 Yu Bulva 中 不 可 替换 由. 
2.4.3” 重 言 式 


第 1 组 公理 包含 了 对 所 有 重 言 式 的 概 化 . 这 些 合式 公式 能 够 从 命题 逻辑 的 重 言 式 (命题 
逻辑 中 只 有 一 和 一 两 个 联结 词 ) 通过 使 用 一 阶 语言 的 合式 公式 替换 每 个 句子 而 获得 . 例如 ， 


vz[(yym Py 一 ”~ Pz) = (Pr = — Vy Py) 


属于 第 1 组 公理 , 是 方 括号 中 的 公式 的 概 化 ,而 方 括号 中 的 公式 是 由 如 下 道 否 重 言 式 通过 将 
A, B 分 别 替换 为 Vy- Py 和 Pz 而 得 到 的 : 


(A—-B)—(B—-A) 


下 面 介绍 另外 一 种 更 直接 的 看 待 第 1 组 公理 的 方式 . 将 合式 公式 分 为 两 类 . 

(1) 基本 (prime) 公式 是 原子 公式 和 形式 为 Yza 的 公式 ; 

(2) 其 他 的 是 非 基 本 公式 , 即 形式 为 -a 和 a 一 6 的 公式 . 

这 样 , 任何 公式 都 可 以 由 基本 公式 通过 ce-, 和 s- 的 运算 构造 . 回 过 头 来 看 命题 逻辑 , 将 
命题 符号 看 作 一 阶 语言 的 基本 公式 . 那么 命题 逻辑 的 重 言 式 (只 有 ~- 和 一 两 个 联结 词 ) 属 
于 第 1 组 的 公理 , 无 需 将 命题 符号 替换 为 一 阶 合 式 公式 ， 因 为 它们 已 经 是 一 阶 合式 公式 了 . 
有 反之, 第 1 组 公理 都 是 命题 逻辑 的 重 言 式 的 概 化 (其 证 明 使 用 1.2 节 的 习题 8. ) 


例 (Vy- Py —= -= Pz) = (Pz = - Vy Py). 
这 个 公式 包含 了 两 个 命题 符号 (基本 公式 ), Yy- Py 和 Px. 其 真 值 表 如 下 : 


(Yo Py = - Pr) = (Pr = - Vy Py) 
TT FFTTTF FT 

T TTFT FT FT 
Fr TFTTTTITF 
Fr TTFT FTTF 


由 此 表 可 以 看 出 , 这 的 确 是 一 个 重 言 式 . 
另 一 方面 , yz(Pz 一 Pz) 和 YePz 一 Pz 都 不 是 重 言 式 . 


说 明 1， 这 里 我 们 没有 假定 一 阶 语言 只 有 可 数 多 个 公式 . 因此 , 实际 上 是 将 第 1 章 推广 
到 了 不 可 数 的 符号 集 的 情形 . 

说 明 2， 取 所 有 重 言 式 作为 逻辑 公理 是 太 多 了 . 可 以 取 其 中 很 少 的 一 部 分 , 这 样 做 的 代 
价 是 演绎 推理 的 长 度 会 增加 . 一 方面 , 重 言 式 构成 了 一 个 良好 的 可 判定 集合 (其 可 判定 性 对 
于 2.5 节 的 可 枚 举 定理 是 非常 重要 的 . ) 另 一 方面 , 正如 1.7 节 所 述 , 重 言 式 没有 很 好 的 判定 
方法 . 一 个 选择 是 将 第 1 组 公理 削减 为 部 分 重 言 式 的 集合 , 这 部 分 重 言 式 的 判定 方法 是 快速 
的 (使 用 术语 应 该 说 是 “多 项 式 时 间 可 判定 的 ”). 其 他 的 重 言 式 可 以 由 此 在 假 言 推理 的 作用 
下 得 到 . 

说 明 3， 即 使 一 阶 公 式 也 是 命题 逻辑 的 合式 公式 ,对 其 仍 可 以 使 用 第 1 章 和 第 2 章 中 
的 概念 . 如 果 T 重 言 副 涵 p, 那么 也 逻辑 强 涵 p( 见 习题 3). 但 是 其 反 过 来 是 不 成 立 的 , 例 
如 , VzPz 逻辑 蕴涵 Pc, 但 是 YzPz 不 会 重 言 副 涵 Pc, 因为 这 是 两 个 不 同 的 命题 符号 . 
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定理 24B TFHy 当 且 仅 当 TU 人 重 言 蕴涵 yy. 

证 明 (全 ): 这 依赖 于 一 个 明显 的 事实 : {a,a 一 8} 重 言 蕴涵 68. 设 有 真 值 指 派 v 满足 
TU A 的 每 个 元 素 . 由 归纳 法 可 以 看 出 , v 满足 T 的 每 个 定理 . 归纳 步骤 恰好 使 用 了 上 述 事 
实 . 

(< 后 ): 设 TUA 重 言 蕴涵 2. 那么 由 紧 致 性 定理 (命题 逻辑 ) 的 推论 , 存在 有 限 集合 {Y1,:… ， 
Tm 和 1， 人 ,入 n} 重 言 蕴涵 pp. 那儿 9 


Nn A Mn 


是 重 言 式 ( 见 1.2 节 的 习题 4), 因此 也 在 A 中 . 对 该 重 言 式 和 {,… ,Ym 和,… ,Xn} 使 用 
m +n 次 假 言 推理 , 可 得 到 y. 加 
(上 述 证 明 与 1.7 节 的 习题 7 有 关 , 用 到 了 对 有 可 能 是 不 可 数 语言 的 命题 的 紧 致 性 . ) 

2.4.4 ”演绎 与 元 定理 


我 们 已 经 完成 对 逻辑 公理 集 A 的 介绍 , 集合 的 定理 集 是 由 下 UA 通过 假 言 推理 建立 
起 来 的 . 例如 ， 
HF- Pz 一 3yPy. 
(这 里 工 = &, 记 作 “HF a” 而 不 是 “gH a”. ) 公式 Pz 一 3yPy 可 以 通过 对 A 的 两 个 元 素 使 
用 假 言 推理 得 到 , 如 下 面 的 家 谱 树 所 示 : 


Pa 一 一 YY Py 


YY 一 了 一 一 Pr 
(在 第 2 组 公理 中 ) (vy Py- Pz)— (Pz— Vy Py) 
(在 第 1 组 公理 中 ) 


将 此 树 压缩 成 线性 的 三 元 序列 , 我 们 就 得 到 (从 儿 开始 的 ) 公式 Pz 一 3yPy 的 一 个 演绎 . 
作为 另外 一 个 例子 , 可 以 得 到 该 公式 的 一 个 概 化 : 


HF vz(Pz 一 3yPy). 
这 可 由 如 下 的 树 得 到 , 这 棵 树 显示 了 由 A 使 用 假 言 推理 得 到 Yz(Pz 一 3yPy) 的 构造 


ve (Pr —— vy — Py) 


vi (Vy — Py— — PP) 
(不 第 2 组 公理 ' 必 0) 


vr (vy— Py— Pr) > Ye (Pr — + Vy — Py) 
{ 仁 第 3 组 公理 中 的 一 个 ) 
Vi vy Py — + Pr) am (Pr 一 一 WP 


{ 华 第 1 组 公 环 由 ) 
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再 次 将 这 棵 树 压 缩 成 演绎 . 

在 这 些 例 子 中 ， 家 谱 树 看 上 去 好 像 作 用 不 大 . 稍 后 将 介绍 使 用 系统 的 方法 生成 这 样 的 
树 . 这 些 方法 很 大 程度 上 要 依赖 于 下 面 的 概 化 定理 和 演绎 定理 . 

注意 : 这 里 定理 的 含义 有 两 个 不 同 的 层次 . 如 果 工 F a, 称 a 是 T 的 定理 . 自然 语言 中 
也 有 很 多 称 为 定理 的 陈述 . 这 两 个 层次 的 定理 一 般 不 会 混淆 . 为 了 强调 自然 语言 中 的 演绎 和 
定理 的 结果 , 可 以 将 自然 语言 中 的 定理 称 为 元 定理 . 

概 化 定理 反映 了 非 形式 的 感觉 如 果 在 没有 对 z 特定 假设 的 前 提 下 能 够 证 明 .xz_， 那 
就 可 以 说 “因为 z 是 任意 的 , 故 有 Yz_z_”. 


概 化 定理 ”如果 TH yp 且 z 不 在 工 的 任何 公式 中 自由 出 现 , 那么 THF vzy. 
证 明 考虑 给 定 的 公式 集 工 和 不 在 工 中 自由 出 现 的 变量 z. 下 面 使 用 归纳 法 证 明 对 工 
的 任意 定理 wp, 有 TH Yzp. (使 用 归纳 原理 ) 可 以 证 明和 集合 


{pIT F vzp} 


包含 TUA, 且 在 假 言 推理 下 是 封闭 的 , 注意 > 在 9 中 能 够 自由 出 现 . 
情形 1: yp 是 逻辑 公理 , 那么 Yzp 也 是 逻辑 公理 ,因此 TF Yzwp. 
情形 2: p eT. 那么 z 在 2 中 不 是 自由 出 现 的 , 因此 ， 


9 一 YZ 


是 第 4 组 公理 . 这 样 , 由 如 下 的 树 可 以 得 到 工 F Yzp: 


Yrp 
p PP Ym 
(在 中) (在 第 4 组 公理 中 ) 


情形 3: 2 是 由 多 和 p 一 yp 经 假 言 推理 得 到 的 . 由 归纳 假设 ， 可 以 得 到 工 上 Vzw 和 
TF Vz(w 一 p). 在 这 种 情形 下 , 第 3 组 公理 是 有 用 的 . 那么 由 如 下 的 树 可 以 得 到 TF Vzwp: 
因此 由 归纳 法 , 对 T 的 每 个 定理 p, TF vzy. 


Vr (VW—) Vi (Vp) 一 (Ya — Vp) 
( 件 第 3 组 公理 中 ) 


(第 3 组 和 第 4 组 公理 的 理由 可 由 上 述 证 明 看 出 . ) 五 
“z 不 在 工 中 自由 出 现 ” 的 限制 是 必要 的 . 例如 ，Pz kK YzPz, 根据 2.5 节 的 可 靠 性 定 
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理 , Pr} VzPz. 另 一 方面 , 通常 > 在 yp 中 是 自由 出 现 的 . 例如 , 本 节 开始 的 第 1 个 例子 
上 (Pz 一 3y Py). 


第 2 个 例子 
FHF vz(Pz 一 3yPy), 


这 个 例子 可 以 由 第 1 个 例子 根据 上 述 证 明 的 情形 3 得 到 . 


例 Vzvya vyvra. 


概 化 定理 的 证 明 事实 上 比 定理 本 身 说 明 的 问题 更 多 . 这 个 证 明说 明 , 一 旦 给 定 了 从 工 到 
9 的 演绎 ， 就 可 以 将 其 转化 为 从 工 到 Yzy 的 演绎 . 


引 理 24C (规则 T) 如 果 工 F Ql,… ,TF an, 且 {al ,an} 重 言 昔 涵 0, 那么 PH 6. 
证 明 ai 一 …an 一 B 是 重 言 式 , 因此 也 是 一 个 逻辑 公理 . 使 用 n 次 假 言 推理 即 得 . 莉 


演绎 定理 ”如果 TT;yYF- yp, 那么 TF (y 一 yp). 
(其 逆 定 理 很 明显 也 是 成 立 的 ; 事实 上 , 道 定理 本 质 上 就 是 假 言 推理 . ) 


证 明 1 Fi7FP 计 (T;Y)UA 重 言 列 涵 yy; 
壕 ”TUA 重 言 蕴涵 (7 一 yp); 
和 进 THF(y = 9). 
证 明 2 这 个 证 明 不 像 上 面 的 证 明 那 样 使 用 紧 致 性 定理 . 这 个 证 明 直 接 给 出 如 何 从 T; 7 
到 yp 的 演绎 转化 为 从 工 到 (> 一 p) 的 演绎 . 我 们 使 用 归纳 法 证 明 对 于 Ti7y 的 任意 定理 y， 
公式 (7 一 Po) 是 T 的 定理 . 
情形 1: p=. 显然 , F (7 一 9). 
情形 2: p 是 逻辑 公理 或 者 是 T 的 元 素 , 那么 TH p. 且 % 重 言 草 涵 (7 一 p), 因此 由 规 
则 工 知 , TF (7 一 9p). 
情形 3: p 是 由 少 惫 一 yg 经 假 言 推理 得 到 的 . 由 归纳 假设 ,可 以 得 到 工 上 - (7 一 y) 
和 FH (Y 五 一 9)). 集合 {y 一 水 7Y 一 (Ww 一 wg)} 重 言 蕴 涵 7 一 包 这样， 由 规则 
T, THF(y oy,). 
由 归纳 法 , 对 于 任意 由 T; 7 演绎 的 p, 结论 都 是 成 立 的 . 国 


推论 24D ( 道 否 ) TiwF 一 纱 当 且 仅 当 已 力 F ”9 
证 明 T;pF-y 寺 THFyp 一- 由 演绎 定理 ， 
全 下 [一 ”2 由 规则 工 ， 
字 T 了 ;ywF-p 由 假 言 推理 . 
(第 2 步 中 用 到 了 yp 一 ~” 消 重 言 荀 涵 一 一 p. ) 由 对 称 性 , 反 过 来 也 成 立 . 图 


称 一 个 公式 集 是 不 和 谐 的 (inconsistent) 当 且 仅 当 对 某 个 6, 6 与 -6 都 是 这 个 集合 的 定 
理 . (在 这 种 情形 下 , 任意 公式 a 都 是 该 集合 的 定理 , 原因 在 于 8 一 -6 一 a 是 重 言 式 . ) 


推论 24E( 归 衣 法 ) TI; ww 是 不 和 谐 的 , 那么 下 FF -~ vy. 
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证 明 由 演绎 定理 , 有 TH (p 一 8) 和 TH (yp 一 一 8). {p 一 B,p 一 一 BP} 重 言 蕴 涵 
~ 0， 四 

例 FF 3zvyop 一 Vy3zop. 

由 演绎 定理 , 需要 证 明 3zvVywe 上 Vy3zwp. 

由 概 化 定理 , 需要 证 明 3zVyp FF 3xy. 

与 上 式 等 价 的 是 ~ Vr- Vyp FF -~Yznmop， 

由 道 否 定理 和 规则 开 ， 需 要 证 明 Vz- pF Yz- Vyy. 

由 概 化 定理 , 需要 证 明 Vx- pF 一 Vyy. 

由 归 诬 法 可 以 证 明 ， {Vz yp,Vywp} 是 不 和 谐 的 . 

容易 得 到 : 

(1) 由 第 2 组 公理 和 假 言 推理 ， 有 Vz- pF 一 92， 

(2) 同样 ,，Yyp F y. 

上 述 两 行 说 明 {vz w,Yyp} 是 不 和 谐 的 . 


2.4.5 ”策略 


如 前 面 的 例子 所 示 ， 概 化 定理 和 演绎 定理 (一 定 程度 上 , 包括 推论 ) 在 证 明 某 个 特定 的 
公式 是 否 可 演绎 时 是 非常 有 用 的 . 但 是 , 这 里 还 存在 策略 的 问题 ,对 于 给 定 的 与 p, 为 证 
明 THF 2， 我 们 该 从 哪里 开始 ? 或 许 有 人 会 认为 ,可 以 枚 举 所 有 合式 公式 的 有 限 序列 ， 直 到 
碰 到 一 个 从 T 到 wp 的 演绎 为 止 . (对 于 合理 的 语言 而 言 ,) 如 果 演 绎 存在 , 这 也 许 是 恒 真 的 ; 
但 是 , 这 仅仅 是 从 理论 意义 上 得 到 的 恒 真 结论 . 

一 种 方法 是 不 使 用 形式 语言 , 而 是 在 自然 语言 中 给 出 工 的 真 值 曹 涵 yp 的 真 值 的 证 明 . 那 
么 自然 语言 中 的 证 明 可 以 形式 化 为 形式 语言 中 的 合法 演绎 . (本 节 后 面 ,将 会 介绍 以 合理 而 
自然 的 方式 进行 形式 化 的 方法 . ) 

也 有 一 些 仅 基于 9 的 语法 形式 的 有 用 方法 . 设 p 是 可 以 由 工 演绎 的 , 现在 来 寻找 其 证 
明 . 这 有 几 种 情况 : 

(1) 设 p 是 (w 一 9), 那么 可 以 证 明 T; 少 F 6( 这 总 是 可 能 的 ); 

(2) 设 p 是 Yzy, 如 果 z 在 工 中 不 是 自由 出 现 的 , 那么 可 以 证 明 TF 人 (即使 z 在 工 中 
自由 出 现 , 也 可 以 解决 . 总 存在 变量 y 使 得 TH yyz, 且 Vywz + Yzy. 见习 题 9 给 出 的 再 替 
换 定理 . ) 

(3) 最 后 , 设 p 是 某 个 公式 的 否定 . 

(3a) 如 果 wp 是 一 (w 一 9), 那么 可 以 证 明 荆 - 和 工 - ~ 6( 由 规则 T), 这 总 是 可 能 的 . 

(3b) 如 果 yp 是 -一 少 , 那么 肯定 可 以 证 明光. 

(3c) 其 他 情况 p 是 -vzw, 可 以 证 明 工 -一 妨 , 其 中 t 是 在 中 可 替换 z 的 某 个 项 . (为 
什么 ? ) 不 幸 的 是 , 这 并 非 总 是 可 能 的 . 有 可 能 会 出 现 如 下 情形 : 


LF ~ Vry, 


且 对 每 个 项 t， 
TK- wr. 
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(这 样 的 一 个 例子 是 T= &,w= -~ (Pz 一 VyPy). ) 道 否 的 情形 是 
IT;at - Vey 
当 且 仅 当 
I';Vrzy FF -a. 


(一 个 变形 是 : T;VyaF ~ yzwy 当 DYzy FF 一 时) 如 果 所 有 情形 都 不 成 立 , 那么 就 可 以 
使 用 归 廖 法 . 


例 (Q2A) 如 果 z 在 a 中 不 是 自由 出 现 的 , 那么 
HF- (a 一 YzO) © Yz(a 一 0). 


这 需要 证 明 (由 规则 T)， 
F (a 一 YzD) = Vr(o 一 有 


和 
FVz(a 一 四 一 (a 一 YzD). 


第 1 种 情况 需要 证 明 (由 演绎 定理 和 概 化 定理 )， 
{(a 一 VzB), a} F pb. 
这 是 很 容易 的 , 因为 Yzp 一 8 是 一 个 公理 . 


为 证 明 其 反面 ， 
HF- Yrz(a 一 一 (a 一 VYzD)， 
(由 演绎 定理 和 概 化 定理 ) 需要 证 明 
fyz(a 一 DojFh AD 
这 同样 是 显而易见 的 ， 


在 上 述 例子 中 , 用 -a 与 ~ 6 分 别 替 换 a 和 0, 根据 逆 和 否 重 言 式 ,可 以 得 到 : 
(Q3B) ”如 果 z 在 a 中 不 是 自由 出 现 的 , 那么 
F (3z6 一 a) © Yr(BP 一 a). 
读者 可 自己 证 明 上 述 公式 是 恒 真 的 . 
如 下 面 的 例子 所 示 , 在 书写 证 明 时 , 经 常 使 用 一 种 缩写 的 形式 . 
例 (EQ2) vevy(z =y y=2). 
证 明 
(1)Fr=y— 727=7—»Yy=7. AxG6. 
(2) H+ z= 27. AxS. 
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(3)Fr=y— y=7.1,2,;T. 
(4) F Yrzvy(z = — Y = 7).3; gen?. 丁 


第 1 行 中 , “Ax 6” 表示 该 公式 属于 第 6 组 公理 ; 第 3 行 “1.2;T” 表示 这 人 一行 是 由 第 1 和 
2 行 根据 规则 下 得 到 ; 第 4 行 中 的 “3; gen2” 表示 对 第 3 行 的 公式 使 用 概 化 定理 得 到 第 4 行 . 
类 似 地 , 分 别 用 “MP”,“ded” 和 “RAA” 表示 假 言 推理 , 演绎 定理 和 归 诺 法 . 

需要 指出 的 是 上 述 4 行 并 没有 构成 vevy(z = y 一 9 = z) 的 演绎 , 而 是 给 出 了 演绎 存在 
的 证 明 (是 在 元 语言 中 进行 的 ,也 可 以 说 是 在 自然 语言 中 . ) 作者 所 知道 的 这 个 公式 最 简练 
的 演绎 是 一 个 包含 17 个 公式 的 序列 . 

例 Fz=y— VzPrz— VzPyz. 

证 明 

(1) Fz =y— Prz— Pyz. Ax 6. 

(2) +- VzPzxz 一 Przz. Ax 2. 

(3) Fz =y— VzPrz 一 Pyz.1,2;T. 

(4) {7 = y, vzPzrz} Pyz.3; MP?. 

(5) {z = y, VzPrz} FF VzPyz.4; gen. 

(6) + z=Yy— VzPrz — VzPyz.5; ded?. 中 


例 (EQ5) 设 / 是 二 元 函数 符号 , 那么 
HF- Yr1VroaVy1VYy2 (7T1 = Y1 = 12 = Yo — fri7T2 = fyi1y2). 
证 明 第 6 组 的 两 个 公理 是 

T1= 一 fr1ir2 = frliza 一 fr1iT2 = fyir2, 

Z2 三 22 一 jfzlza = fyir2 一 ftir2 = fyiy2. 
从 Vzz = z( 在 第 5 组 公理 中 ), 我 们 可 以 推出 

jzlizo = frzl7o2. 

上 述 3 个 公式 重 言 昔 涵 


T1= 72 = Yo frir2 = fyiy2: 国 


例 (a) {Vz(Pz 一 Qz),vzPz} F Qc. 不 难 证 明 其 演绎 的 存在 性 ,其 演绎 包含 7 个 公式 ， 

(bj {yz(Pz 一 Q7z),VzPz} F Qy. 与 (a) 类 似 . 这 里 有 意思 的 是 可 以 使 用 相同 的 7 个 公 
式 构成 演绎 ， 只 是 将 其 中 所 有 的 c 替换 为 y. 

(c) {yz(Pz 一 Q7z),YVzPz}F- VyQ@y. 由 (b) 及 概 化 定理 可 得 . 

(d) {vz(Pz 一 Q7z),VzPz}F- vzQz. 由 (c) 及 vyQyF vz@z 这 一 事实 可 得 . 


上 述 例子 中 的 (a) 与 (b) 说 明 常 数 符号 与 自由 变量 的 可 交换 性 , 这 种 可 交换 性 是 下 面 概 


化 定理 变形 的 基础 (c) 是 这 种 变形 的 一 个 例子 . (d) 包含 在 推论 2.4G 中 . ps 当然 是 在 yp 中 
用 y 替换 c 而 得 到 的 结果 . 
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定理 24F( 常 数 的 概 化 ) 设 TH+- p, 且 c 是 不 在 TT 中 出 现 的 常数 符号 , 那么 存在 变量 
y( 不 出 现在 p 中 ) 使 得 THF Vyyps. 另外 , 存在 从 工 到 Vyws 的 演绎 ,在 此 演绎 中 不 出 现 c. 

证 明 设 (Qa1,… ,an) 是 从 工 到 9 的 演绎 , (an = yp), y 是 不 出 现在 任何 ai 中 的 第 1 个 
变量 . 称 


《((ao)y，… , (on)s) (*) 


是 一 个 从 T 到 ps 的 演绎 . 因此 , 我 们 需要 验证 每 个 (ax)s 在 TUA 中 或 者 可 以 从 前 面 的 公 
式 由 假 言 推理 得 到 . 

情形 1: ak eTT. 那么 < 不 在 ak 中 出 现 , 因此 在 TT 中 , (Qk)$ = ak. 

情形 2: ak 是 逻辑 公理 . 那么 (ax)s 也 是 逻辑 公理 . (从 逻辑 公理 列表 中 , 可 以 看 出 引入 
新 的 变量 可 以 将 一 个 逻辑 公理 转化 为 另外 一 个 . ) 

情形 3: ak 可 以 从 oi 和 oj( 即 mm 一 ak), i, 了 小 于 大 由 假 言 推理 得 到 . 那么 (ojz)2 = 
((aa)?y 一 (Qx)$). 因此 ，(ak)3 可 从 (ai)5 和 (aj)s 根据 假 言 推理 得 到 . 

这 样 就 得 到 (*) 是 ps 的 演绎 的 证 明 . 设 更 是 (*) 中 应 用 到 的 工 的 有 限 子 集 . 这 样 (*) 
就 是 从 下 到 4 的 演绎 , 且 y 不 出 现在 B 中 . 因此 根据 概 化 定理 ,存在 从 鲁 到 vyys 的 演 
绎 , 在 此 演绎 中 不 出 现 c. ( 概 化 定理 的 证 明 不 需要 对 演绎 添加 任何 新 的 符号 . ) 因此 , 这 也 是 
从 工 到 vyyps 的 演绎 . 


有 时 该 定理 也 用 到 非 任意 变量 的 情况 . 在 下 面 的 推论 中 , 变量 x 是 事先 选 定 的 . 
推论 24G 设 F yz, 其 中 常数 符号 c 不 在 工 或 者 不 在 p 中 出 现 , 那么 TH Vzep, 并 且 
存在 从 工 到 Yzop 的 演绎 , 中 不 出 现 c. 


证 明 由 上 述 定理 , 存在 不 出 现 e 的 从 工 到 Yy((pz)5) 的 演绎 , 其 中 y 不 出 现在 pz 中 ， 
但 是 由 于 < 不 出 现在 p 中 , 所 以 


(pe)y = py- 
只 需 证 明 Vyyps F Yzp. 如 果 知道 
(Vypy)—¥ 
是 一 条 公理 ,那么 这 就 很 容易 了 . 也 就 是 说 , 在 wz 中 z 可 以 替换 y, 且 (yp3)y 必定 是 p. 这 
是 很 清楚 的 , 详 见习 题 9 的 再 替换 引 理 . 
年 


推论 24H(EI 规则 ) 设 常数 符号 c 不 在 p, 或 者 中 出 现 , 且 


LT; pe 上 wy. 
那么 ， 
IT;3rxpFt vy 
存在 从 Ti 3zp 到 的 演绎 , 其 中 不 出 现 c. 
证 明 由 道 否 律 , 有 


T;- WH oo ps. 
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根据 前 面 的 推论 ,有 
LT;=" yw HF Vr 9. 
再 次 使 用 道 否 律 即 可 . 图 

“EI” 的 含义 是 “存在 实例 ”， 是 一 个 传统 术语 . 

在 后 面 的 任何 证 明 中 (习题 除外 ), 我 们 都 不 会 使 用 EI 规则. 其 形式 化 的 描述 为 : “已 知 
存在 z 满足 _z_ ， 称 之 为 c. 由 _c_ 可 以 证 明 多 ”需要 注意 到 规则 并 非 是 指 3zp F pz, 实 
际 上 这 通常 是 错误 的 . 

例 上 3zvyyp 一 vy3ry. 

由 演绎 定理 ， 只 需 证 明 

3zVywp 上 Vy3ry. 
由 BEI 规则 ， 只 需 证 明 

Vype 上 Yy3zywp， 
其 中 是 新 的 符号 . 由 概 化 定理 ， 只 需 证 明 


Vywpz 上 3zw. 
因为 Yypz F pz， 只 需 证 明 
oz 上 3zp. 
由 道 否 律 , 这 等 价 于 
Vr pH ype, 


这 是 显而易见 的 (根据 第 2 组 公理 和 假 言 推理 ). 


现在 , 我 们 能 够 大 致 地 看 到 逻辑 公理 列表 是 如 何 构成 的 . 其 包含 重 言 式 是 为 了 处 理 命题 
联结 符号 . (从 这 个 意义 上 说 , 可 以 考虑 只 使 用 其 中 的 一 部 分 重 言 式 . ) 第 2 组 公理 反映 了 量 
词 符号 的 含义 , 为 了 能 够 证 明 概 化 定理 , 我们 添加 了 第 3 和 4 组 公理 . 

第 5 组 和 第 6 组 公理 能 够 证 明 相等 的 关键 性 质 ， 见 后 面 关 于 相等 的 2.4.7 节 ， 

正如 在 2.5 节 要 证 明 的 , 每 个 逻辑 公理 都 是 恒 真 的 公式 . 将 逻辑 公理 看 作 是 所 有 恒 真 公 
式 的 集合 , 使 用 起 来 或 许 更 简单 一 些 . 但 是 这 样 做 的 目的 有 两 个 , 一 是 恒 真 的 概念 是 根据 语 
义 定义 的 ; 也 就 是 说 定义 指 的 是 对 于 语言 来 说 的 可 能 的 含义 ( 即 结构 ) 以 及 结构 中 的 真 值 的 
概念 . 至 于 现在 的 目的 (例如 , 证 明 恒 真 集 是 可 枚 举 的 ), 我 们 是 需要 一 个 有 限 的 类 A 的 语法 
定义 . 也 就 是 说 , A 的 定义 只 关心 逻辑 公理 中 的 符号 排列 ; 不 考虑 其 在 结构 中 的 真 值 问题 . 
将 所 有 恒 真 公式 都 包含 在 公理 中 的 第 二 个 目的 是 我 们 希望 有 可 判定 的 集合 A 和 不 可 判定 的 
恒 真 集 . 


2.4.6 ”字母 变换 式 
在 考虑 如 下 公式 的 时 候 , 通常 我 们 对 变量 > 和 y 的 选择 不 感 兴趣 ， 


Vr(z #0— 3yz = Sy) 
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我 们 希望 (x,y) 是 一 对 不 同 变量 , 而 对 (v4, v9) 和 (v8,v1) 通常 不 加 区 分 . 
在 用 某 个 项 t 替换 到 一 个 公式 中 去 时 , 约束 变量 的 选择 对 于 上 是 否 是 可 替换 的 会 有 影 
响 . 在 这 一 小 节 ， 我 们 讨论 如 何 处 理 不 可 替换 的 情况 . 在 下 面 的 讨论 中 , 困难 总 是 集中 在 量 
化 变量 上 . 
例如 , 我 们 要 证 明 
HF Yrvy Pry 一 vy Pyy. 


其 困难 是 在 VyPzy 中 . y 不 能 替换 z， 因此， 上述 句子 不 在 第 2 组 公理 中 , 这 是 由 于 不 慎 的 
变量 选择 带 来 的 麻烦 . 又 如 , 证 明 


HF- VrvzPrz 一 Vy Pyy. 
就 没有 这 么 麻烦 了 . 因此 ,如果 知道 
HF Yrvy Pry 一 VZVZzPTz， 


就 可 以 解决 问题 了 , 这 里 同样 没有 上 述 麻烦 . 

对 于 解决 这 类 特定 的 问题 (在 VzvyPzxy 和 vyPyy 之 间 插 入 YzvzPzz)， 这 种 迁 回 的 方 
法 是 很 典型 的 . 也 就 是 说 ， 当 我 们 想 要 在 合式 公式 p 中 用 项 t 替换 z, 在 出 现 不 可 替换 的 
情况 时 ,我 们 就 用 Yzyp’' 替换 Vzp, 其 中 在 w 中 用 项 t 可 以 替换 z. 在 上 面 的 例子 中 , p 是 
VyPzry, yp 是 VzPzxz. 通常 , y 与 w' 的 区 别 仅 在 于 约束 变量 的 选择 . 同时 ，y' 的 构造 必须 
是 恰当 的 ， 必 须 保证 与 p 逻辑 等 价 . 例如 ,用 VzPzz 替换 vyPzy 或 者 用 VzVzPzzz 替换 
VyYzQ@zyz 都 是 不 恰当 的 . 


定理 24I( 字 母 变换 式 的 存在 性 ) 设 p 是 公式 , t 是 项 , z 是 变量 , 那么 可 以 找到 一 个 公 
式 wo 人 (与 p 的 不 同 之 处 仅 在 于 约束 变量 的 选择 ) 使 得 : 
(al) pH Hor oYy; 
(b) 在 w 中 用 上 可 以 替换 zz. 126 


证 明 考虑 给 定 的 上 与 z, 在 9 的 基础 上 用 递归 构造 w%， 对 于 原子 公式 p 这 是 很 简单 
的 , 取 yp' = yp, 那么 (~ p= =p) (yp 一 加) = (yp' 一 凡 ). 现在 考虑 (Vyyp) 的 选择 . 

如 果 y 不 在 t 中 出 现 , 或 者 如 果 y =t, 那么 可 取 (Vyyp) = (vyyp'). 对 于 一 般 情形 , 就 需 
要 改变 变量 了 . 

选择 不 在 p', t 或 者 x 中 出 现 的 变量 z, 定义 (yyp)' = Vz(p'. 验证 (b): 注意 到 z 不 在 
t 中 出 现 , 且 在 yp' 中 用 项 t 可 以 替换 z( 根 据 归纳 假设 ). 因此 ，( 因 为 xz 地 z) 在 (o) 中 tt 可 
以 替换 z. 为 了 验证 (a), 做 如 下 计算 : 


OF WO/ 归纳 假设 ， 

“Vyp FF Vyp. 

Vyp' F (Pp)Y 因为 变量 z 不 在 w 中 出 现 ， 
YU FF Ve(p')Y 由 概 化 定理 ， 


.Vyp F vz(p')Y. 
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同时 ， 
Vz(P FF ((p)Y)s, 由 习题 9 可 知 这 正 是 yp， 
pty; 归纳 假设 ， 
“Vz(p ty 
“Vz(p HF Vyp 由 概 化 定理 ， 
最 后 一 步 使 用 了 如 下 的 事实 : 除非 y = z, 那么 y 不 会 在 (p)Y 中 自由 出 现 , 因此 , 也 不 
在 vz(p')Y 中 自由 出 现 . 图 


在 上 述 定理 证 明 中 构造 的 公式 p', 称 为 p 的 字母 变换 式 . 该 定理 的 含义 是 : 在 无 法 进 
行 蔡 换 时 , 选择 正确 的 字母 变换 式 可 以 解决 问题 . 


2.4.7 ”相等 


这 里 给 出 一 些 下 一 节 需 要 的 关于 相等 的 知识 (假定 语言 中 包含 =). 首先 , 由 v1 = v2 给 
定 的 关系 是 自 反 的 , 对 称 的 和 传递 的 (也 就 是 等 价 关系 ): 


Eql: FVrr=7. 
证 明 第 5 组 公理 . 天 
Eq2: F vevylz =y 一 = 
证 明 见 例 (EQ2). 男 
Eq3: F vVzvyyyz(z=y 一 y=z 一 zz 一 2. 
证 明 习题 11. 加 
另外 , 相等 与 谓词 和 函数 符号 是 兼容 的 : 
Eaq4 (对 二 元 谓词 符号 P): 
F VrivravyiVvy2 (zi = Y1 — 72 = y2 — Priz2 —» Pyiy2). 
对 n 元 谓词 符号 也 是 类 似 的 . 
证 明 需要 证 明 
{x1 = Yi, Tz2 = y2, Pr172} 上 Pyigye. 
这 可 以 通过 对 第 6 组 公理 的 两 个 元 素 使 用 假 言 推理 得 到 : 
zl = — Pzaza 一 Pyiz2, 
Z2 = y2 — Pyirza 一 Pyiye. 
Eq5 (对 二 元 函数 符号 /); 
F VzlYzaVoyivygya(zl = 1 oo T2 = Yo — fr172 = fy1y2)- 


对 n 元 函数 符号 也 是 类 似 的 . 
证 明 见 例 (EQ5). 图 
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2.4.8 注 记 
通常 一 本 逻辑 书 都 会 以 演绎 计算 开始 , 首先 介绍 逻辑 公理 及 其 推理 规则 , 并 说 明 其 可 以 
为 理智 的 人 所 接受 . 然后 , 继续 证 明 一 些 可 演绎 计算 的 公式 (或 者 从 某 些 特定 的 非 逻 辑 的 公 
理 可 以 演绎 推导 的 公式 , 如 集合 论 的 公理 . ) 
我 们 的 观点 有 所 不 同 ,我们 用 另外 一 些 事例 来 研究 上 一 段 描述 的 过 程 , 并 且 只 管 运用 正 
确 的 数学 推理 , 无 论 这 样 的 推理 在 所 研究 的 推演 运算 中 是 否 已 经 有 相应 的 形式 . 
图 2-1 给 出 了 两 个 层次 的 分 界线 : (a) 执行 推理 并 证 明 结 论 的 层次 , (b) 我 们 关注 的 演绎 
计算 的 层次 . 128 


在 自然 语言 中 , 研究 
如 果 工 Fg 那么 Thrp 
T:arp~BaTHt- 0 
Fa Vz-STAO 
Fax Pr— YrP2) 


形式 语言 表示 


3xPr— vrPr) 


图 2-1 元 语言 (上 ), 对 象 语 言 (下 ) 


习题 


.对 项 4, 令 好 是 在 中 将 z 替 换 为 项 上 后 得 到 表达 式 . 请 重 述 该 定义 (不 使 用 任何 “替换 ?或 者 与 之 同 
义 的 词语 ). 提示 : 对 使 用 归纳 法 . (注意 : 由 新 的 定义 可 以 清楚 地 看 出 好 本 身 也 是 项 ) 
. 下 述 公 式 各 属于 哪 组 公理 ( 若 可 能 )? 
(a) [(YvzPz 一 Vy Py) 一 Pz] 一 [YzPz 一 (Vy Py 一 Pz)]. 
(b) vyfYz(CPz 一 Pz) 一 (Pc — Po)]. 
(c) Yz3yPrzy 一 3yPyy. 
. (a) 设 & 是 结构 ,上 且 令 s :Y 一 多 | 在 基本 公式 集 上 定义 真 值 指派 v 如 下 : 


[> 


名 


va)=T 1 Fa al[s]. 129 
证 明 , 对 于 任意 公式 (基本 与 否 均 可 ), 有 
oa)=T 各 Fa oals]. 


说 明 , 这 个 结论 说 明 联 结 词 -与 一 在 第 2 章 与 第 1 章 中 的 含义 是 一 致 的 . 
(b) 证 明 : 如 果 工 重 言 蕴涵 p, 那么 逻辑 蕴涵 9 


130 


nn 


2 


py 


% 


© 


10. 
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. 给 出 公式 Yzp 一 3zy 的 (从 名 一 个 演绎 . (注意 : 不 只 要 证 明 演绎 存在 , 而 且 要 写 出 整个 演绎 过 程 . ) 
. 给 出 一 个 函数 了 使得: 如 果 一 个 公式 p 有 一 个 从 集合 工 开 始 的 长 度 为 ”的 演绎 , 上 且 z 不 在 工 中 自由 


出 现 , 那么 vzp 有 从 集合 开始 的 长 度 为 f(n) 的 公式 . 给 出 的 函数 增长 速度 慢 者 为 优 . 


. (a) 证 明 如 果 上 a 一 8, 那么 F vza 一 VzpB. 


(b) 证 明 : 一 般 地 , a 一 BF Vza -Yag 是 不 成 立 的 . 
(a) 证 明 : F 3z(Prz 一 VzPz). 

(b) 证 明 : {Qz, vy(Qy 一 vzPz)} t+ VzPz. 

(Q2b) 设 z 不 在 a 中 自由 出 现 , 证 明 


FHF (a 一 3z0) © 3z(a oP). 


在 同样 的 假设 下 , 证 明 Q3a: 

HF (YrzB = a) © 47x(8 — a). 
(再 替换 引 理 )(a) 试 证 (28) 与 p 一般 不 相等 . 而 且 以 下 两 种 情况 均 有 可 能 发 生 , 2 在 (83)x 中 的 某 个 
位 置 上 出 现 , 而 在 yp 中 同样 的 位 置 上 不 出 现 ; 或 者 反 过 来 ，z 在 p 中 的 某 个 位 置 上 出 现 , 而 在 
(p3)& 中 同样 的 位 置 上 不 出 现 . 
(b) 证 明 : 如 果 y 不 在 2 中 出 现 , 那么 在 ps 和 (py) = yp 中 z 可 替换 y. 提示 : 对 yp 使 用 归纳 法 . 
证 明 : 

VivyPryt Vyvr Pyz. 


12. 


13. 


1 
1 


nn 


16. 


FF VzVyVz( zz 一 一 一 2 一 0 二 2). 


证 明 : 任意 和 谐 的 公式 集 工 可 以 扩充 到 和 谐 的 公式 集 A, 满足 以 下 性 质 : 对 于 任意 的 公式 a, 或 者 
QEA, 或 者 (~ a) € A, 二 者 必 居 其 一 . ( 设 语言 是 可 数 的 . 不 能 使 用 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 . ) 
证 明 : F Py 嘻 Vz(z = y— PzY). 


说 明 : 更 一 般 地 ,如果 在 p 中 上 可 以 替换 z, 且 zx 不 在 t 中 出 现 , 那么 
FF Ip? Vr(z 一 二 一 9)]. 
这 样 , 公式 Vz(z = t 一 p) 为 替换 pz 提供 了 一 个 选择 . 


- 证 明 : F (Vzx((~ Pz) 一 9z) 一 Yy((m QY) 一 Py)). 
. 证 明 存在 从 2 到 下 列 公式 的 演绎 . 


(a) 3za Vv 3z6 = 3z(aV PB). 

(b) Vxa Vv vzB 一 Vz(aV BP). 
证 明 存在 从 2 到 下 列 公式 的 演绎 . 
(a) 3r(a A B) — I3za A 3zp. 

(b) vz(aAD) © Vra A Verp. 
证 明 存在 从 g 到 下 列 公式 的 演绎 . 
(a) vz(a — 有) 一 (za 一 3z0). 
(b) 3z(PyAQz) © PyA 人 3rzQrz. 


2.5 ”可 靠 性 与 完备 性 理论 


本 节 我 们 来 学 习 两 个 主要 的 定理 :演绎 计算 的 可 靠 性 (TF p 全 工 F yp) 及 其 完备 性 


(TFy 过 TH yp ). 然后 学 习 一 些 有 意义 的 结论 , 包括 紧 致 性 和 可 枚 举 定理 . 尽管 演绎 计算 在 
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某 种 程度 上 是 随机 选择 的 , 但 值得 注意 的 是 某 些 演绎 计算 还 是 可 靠 的 、 完 备 的 . 这 就 能 够 激 
励 勤奋 的 数学 家 们 去 关注 源 于 公理 的 证 明 的 存在 性 ( 见 2.6.5 节 ). 


可 靠 性 定理 如 果 TH yp, 那么 TF yy. 


可 靠 性 定理 说 明 演绎 计算 只 能 够 得 到 “正确 ”的 结论 一 一 演绎 计算 似乎 没有 意义 . 证 明 
的 基本 思想 是 逻辑 公理 能 够 被 逻辑 蕴涵 ， 且 假 言 推理 能 够 保持 逻辑 蕴涵 . 


引 理 25A 逻辑 公理 都 是 恒 真 的 . 


完备 性 定理 的 证 明 (基于 上 述 引 理 ) 使 用 归纳 法 , 任何 由 工 演绎 得 到 的 公式 yp 都 是 下 
逻辑 蕴涵 的 . 

情形 1: y 就 是 逻辑 公理 . 由 引 理 , 上 p, 因此 TTF y. 

情形 2: yp eT, 显然 , TF 2. 

情形 3: wp 可 以 由 妨 ,一 p 通过 假 言 推理 得 到 , 由 归纳 假设 , 这 里 TE 且 TE (y 一 9). 
于 是 , FF vy. 加 


接 下 来 , 我 们 需要 证 明 引 理 . 由 2.2 节 的 习题 6 可 知 , 任何 恒 真 公式 的 概 化 都 是 恒 真 的 . 
因此 我 们 只 需 考虑 逻辑 公理 , 而 无 需 考 虚 其 他 的 . 这 里 , 我 们 考察 各 组 公理 . 

第 3 组 公理 : 见 2.2 节 习 题 3. 

第 4 组 公理 : 见 2.2 节 习 题 4. 

第 5 组 公理 : 显而易见 , A 以 s 满足 z=z 当 且 仅 当 s(z) = s(z), 这 自然 是 正确 的 . 

第 1 组 公理 : 由 前 一 节 的 习题 3 可 知 , 如果 儿 重 言 蕴涵 a, 那么 上 a. 

第 6 组 公理 (作为 例子 , 见 2.2 节 习 题 5): 设 a 是 原子 的 , 且 a 可 以 由 a 在 某 个 地 方 通 
过 将 z 替换 为 y 得 到 . 这 足以 证 明 


{z= y,a}F a. 
因此 , 取 任 意 的 义 ,s 使 得 
Foxz=2gyfslj， 即 s(z) = s(y). 
那么 ， 任 何 项 t 具有 属性 : 如 果 刀 可 以 由 t 通过 将 某 些 位 置 的 z 替换 为 y 得 到 ， 那 么 
5(t) = 5(t'). 这 是 很 明显 的 ,完整 的 证 明 可 以 使 用 对 t 的 归纳 法 . 
如 果 a 是 五 = 刀 , 那么 a 肯定 是 首 = 龙 ,其 中 才 由 去 得 到 ， 
Fa atfs] 和 进 3(t1) = s(t2), 
if 5(#1) = 5(ty), 
进 Fa oa’[s]. 


类 似 地 , 若 a 是 Ptit2…th, 那么 a' 是 PH 克 … 碎 ,可 以 类 似 地 讨论 . 
最 后 来 看 第 2 组 公理 . 首先 看 一 个 简单 的 情形 : 证 明 vzPz 一 Pt 是 恒 真 的 . 设 


Fa VrPz[s]. 
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那么 对 4| 中 任意 的 d， 
Fa Pz[s(z|d)]. 
特别 地 取 d = 5(t): 
Fa Pz[s(zx|5(t))]. (a) 
由 原子 公式 的 可 满足 性 的 定义 , 这 等 价 于 
s(t) € PY, 
而 这 又 等 价 于 
Fa Ptls. (b) 
将 这 个 过 程 应 用 到 非 原子 公式 的 情形 , 我 们 需要 从 (a) 到 (b) 的 转换 , 这 可 以 通过 如 下 
的 替换 引 理 得 到 : 只 要 上 对 yp 中 的 zx 是 可 替换 的 , 那么 
Fa pls(z|5(t))] 1 提 Fa ye[s) 
考虑 固定 的 义 和 s, 对 任何 项 , 令 既 是 在 以 中 将 z 换 为 后 的 结果 . 
引 理 25B 5 引 (uf) = s(z|5(t))(u). 


这 个 公式 看 上 去 比 其 含义 要 复杂 的 多 ,其 含义 是 替换 项 uw 和 s 中 的 执行 结果 是 等 价 的 . 
对 应 的 交换 图 如 下 : 


项 用 1 替换 x 项 
rr A 
| 虽 


证 明 对 项 以 使 用 归纳 法 . 如 果 尾 是 常数 符号 或 者 除 > 外 的 其 他 变量 , 那么 好 = ,要 
求 的 等 式 就 变 成 5(u) = 5(u). 车 w= z， 那么 等 式 简化 为 5 = 5 尽管 归纳 步 又 难以 写 
出 , 但 是 在 数学 上 却 是 显而易见 的 . 图 


替换 引 理 的 本 质 是 相似 , 其 表明 替换 p 和 s 中 的 执行 结果 是 等 价 的 . 作为 例子 , 读者 可 
以 参考 2.2 节 的 习题 10. 


替换 引 理 ”如 果 项 上 可 以 替换 合式 公式 p 中 的 变量 z, 那么 
Fa pr[s] 诈 Fa pls(z|5(2))]. 


证 明 使 用 对 2” 的 归纳 法 证 明 上 式 对 每 个 s 成 立 . 
情形 1: ep 是 原子 的 . 那么 由 前 面 的 引 理 即 得 . 例如 ,对 某 个 项 u, 如 果 yp 是 Pu, 那么 
Fa Purls] 这 5(u?) e PY, 
进 ”s(xz|5(t))(w) es PX 由 引 理 25B， 
让 Fa Puls(z|5(t))]. 


2.5 ”可靠 性 与 完备 性 理论 97 


情形 2: p 是 -~ 乡 或 者 消 一 9. 那么 对 yp 的 结论 可 以 由 对 及 98 的 归纳 假设 得 到 . 
情形 3: yp 是 Vyy, 且 z 不 在 p 中 自由 出 现 . pz 就 是 p, 结论 显然 成 立 . 
情形 4: 2 是 Vyy, 有 旦 zz 在 yp 中 自由 出 现 . 由 于 在 p 中 tt 可 以 替换 z, y 不 在 t 中 出 现 ， 
生 在 纱 中 可 以 替换 z( 见 “可 替换 ”的 定义 ). 
由 第 1 条, 对 | 中 任意 的 4, 有 


s(t) = s(y|d)(t) (*) 
由 于 zy, 9 = VY. 
Fa ez[s] 刘 ” 对 每 一 个 d,Fa wr[s(y|d)]， 
近 ” 对 每 一 个 d,Fm yls(yld)(z|5(t))], 由 演绎 假设 和 (*) 式 ， 
if Fa pls(x|5(t))]. 
由 归纳 法 知 , 引 理 对 任意 的 p 成立. 国 
第 2 组 公理 : 设 在 p 中 上 可 以 替换 z, 假定 义 能 够 以 s 满足 Yzp., 我 们 需要 证 明 Fa pz?[s]. 
对 于 以 | 中 任意 的 d， 
Fa p[s(zld)]， 
特别 地 , 令 d = 5(t): 
Fa ps(z|5(b)]， 
因此 , 由 替换 引 理 ， 
Fa pr [s]. 
这 样 , Yzp 一 yg? 是 恒 真 的 . 
这 就 证 明了 所 有 逻辑 公理 的 证 明 是 恒 真 的 , 这 也 就 证 明了 可 靠 性 定理 . 
推论 25C ”如果 +t (yp 品 功 ,那么 pw 和 是 逻辑 等 价 的 . 
推论 25D 如 果 yp' 是 y 的 字母 变换 式 ( 见 定理 240, 那么 p 和 w' 是 逻辑 等 价 的 . 


回忆 一 下 , 集合 工 是 和 谐 的 当 且 仅 当 不 存在 这 样 的 公式 p 使 得 FF 且 下 一 2. 定义 
是 可 满足 的 当 且 仅 当 存在 某 个 义 和 s 使 得 & 以 s 满足 中 的 每 个 元 素 . 


推论 25E ”如果 工 是 可 满足 的 , 那么 工 是 和 谐 的 . 


这 个 推论 事实 上 等 价 于 可 靠 性 定理 , 请 读者 自行 验证 . 134 
完备 性 定理 是 可 靠 性 定理 的 逆 命 题 , 也 是 一 个 更 深入 的 结论 . 


完备 性 定理 ( 哥 德 尔 , 1930) 
(a) 如 果 工 F yp, 那么 TF wp; 
(b) 任意 和 谐 的 公式 集 都 是 可 满足 的 . 


事实 上 , (a) 与 (b) 是 等 价 的 ; 参见 习题 2. 因此 只 需 证 明 (b). 我 们 给 出 对 于 可 数 语言 


的 证 明 , 稍 后 , 我 们 会 指出 对 于 更 大 基数 的 语言 , 证 明 需 要 做 改进 . (可 数 语言 是 指 只 有 可 数 
多 个 符号 , 或 者 等 价 地 说 , (根据 定理 0B) 只 有 可 数 多 个 合式 公式 . ) 
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证 明 的 思想 与 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 的 证 明 相关 , 我 们 从 和 谐 集 工 开始 , 在 第 1~3 步 
中 , 我 们 将 其 扩充 到 公式 集 A, 使 其 满足 

(recA. 

(i) A 是 和 谐 的 , 也 是 最 大 的 ( 即 对 于 任意 的 公式 a, 或 者 a € 人 或 者 (- a) E A, 二 者 
必 居 其 一 ). 

(证 ) 对 于 任意 的 公式 p 和 变量 x, 存在 常数 c 使 得 


(vvzp = — pi) EA. 
第 4 步 构造 结构 义 , 使 其 满足 中 不 包含 “=”. |&| 是 项 的 集合 ,对 于 谓词 符号 PP， 
(ti tn) EP 证 Pl, ,tn €A. 
最 后 , 第 5 步 和 第 6 步 修 改 使 其 适合 包含 等 号 的 公式 的 情形 . 


建议 读者 在 第 一 次 阅读 时 将 大 部 分 的 步骤 细节 省 去 , 在 了 解 了 大 概 步 又 后 ,再 来 阅读 整 
个 证 明 . (证 明 的 非 细 节 部 分 , 我 们 会 在 左边 使 用 竖 线 标 出 . ) 

证 明 设 T 是 可 数 语言 的 和 谐 公式 集 . 

第 1 步 : 通过 加 入 可 数 的 无 限 大 的 新 常数 符号 集 对 语言 进行 扩充 ,那么 工 在 新 的 语言 
中 保持 和 谐 性 . 


细节 如 果 不 是 这 样 , 那么 对 某 个 5, 存在 (扩充 语言 中 的 ) 从 工 到 (8 人- 8) 的 演绎 . 这 
个 演绎 包含 了 有 限 多 个 新 的 常数 符号 .由 定理 24F, 每 个 都 可 以 使 用 变量 蔡 换 , 因此 , 可 以 
得 到 一 个 在 原来 语言 中 的 从 工 到 (8' 人 一 B8) 的 演绎 , 这 与 工 是 和 谐 公 式 集 相 蔬 盾 . 


第 2 步 : 对 每 个 (新 语言 中 的 ) 合式 公式 和 每 个 变量 ,我 们 在 工 中 加 入 合式 公式 
7 Vrp 一 了 Ye， 


其 中 是 一 个 新 的 常数 符号 . (基本 思想 是 如 果 y 存在 反例 , 则 用 c 命名 . ) 工 与 所 有 新 加 入 
的 合式 公式 的 集合 9 一 起 还 是 和 谐 的 . 
细节 : 选取 一 个 固定 的 (2, 7x) 可 数 序列 , 这 里 yp 是 (扩充 语言 的 ) 合式 公式 , z 是 一 个 变 
量 : 
(Pp1; T1), (p2, T2), (Pp3;, T3), + . 
这 总 是 可 以 做 到 的 , 因为 语言 是 可 数 的 . 设 六 是 


| VT191 一 ,2151， 


这 里 的 c1 是 不 在 yp1 中 出 现 的 第 一 个 新 的 常数 符号 . 那么 继续 对 (wa,z?) 定义 92. 一 般 地 , 9 
可 定义 为 


4 
Vznpn ~ mc， 


其 中 cn 是 不 在 pr 中 出 现 的 第 一 个 新 的 常数 符号 , 或 者 是 对 任意 <n 的 x. 
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设 9 是 集合 {91,92,…}, 那么 TU 6e 是 和 谐 的 . 否则 ， 由 于 演绎 是 有 限 的 ,对 于 菜 个 
?0 之 0， 
TU{01,.. ,Om, Om+1} 
是 不 和 谐 的 . 取 满 足 条 件 的 最 小 的 m, 那么 由 RAA 
TU{0,.. ,On} Ft -— Om+i. 


现在 对 某 个 z, 及 c, 9m+1 是 


7 Vrp 7 pe 
由 规则 T, 可 以 得 到 两 个 事实 : 
FU{6 ,gm Ft — Vey, 
TU {01,.-. ,gm FF pr. 全 


因为 c 是 不 在 任何 左边 的 公式 中 出 现 的 , 那么 可 以 应 用 推论 24G 到 上 述 第 二 个 式 子 中 ， 

得 到 
FU {9 ,6 FF Vzoep. 

这 和 式 (*) 中 的 m 是 最 小 的 矛盾 (或 者 着 m = 0, 则 与 工 的 和 谐 性 矛盾 ). 

第 3 步 : 扩充 和 谐 集 合 TU 到 最 大 和 谐 集 A， 其 中 对 于 任意 合式 公式 p, 或 者 PE A 
或 者 (- P) € A, 二 者 必 居 其 一 . 

细节 : 可 以 模仿 1.7 节 中 的 关于 命题 紧 致 性 的 证 明 方法 来 证 明 . 或 者 作 如 下 讨论 : 设 A 
是 扩充 语言 的 逻辑 公理 的 集合 . 由 于 TUe 是 和 谐 的 , 不 存在 公式 8 使 得 TUBUA 同时 重 
言 列 涵 6 和 一 8. (这 是 根据 定理 24B 而 来 , 这 里 用 到 了 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 . ) 因此 , 对 
所 有 基本 公式 的 集合 存在 真 值 指派 v 满足 TUSUA. 设 

A={elae) = T}. 
显然 , 对 任意 的 p, 或 者 we A 或 者 (- wp) s A, 二 者 必 居 其 一 , 但 二 者 不 能 够 同时 成 立 . 这 
样 , 我 们 有 
AFp 二 A 重 言 蔓 涵 p (由 于 A C A 人), 
和 => vp)=T 由 于 wv 满足 A， 
> pEA. 

因此 , A 是 和 谐 的 , 除非 ” 与 -vw 同时 属于 AA. 

事实 上 , 不 管 A 如 何 构 造 , 它 必定 是 演绎 封闭 的 . 即 

AFyp = Ak- 9 由 和 谐 性 
=> (~ 9)¢A, 
念 pEA 由 最 大 性 
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第 4 步 : 对 新 的 语言 , 从 A 取 结 构 义 , 其 中 等 号 使 用 一 个 新 的 二 元 谓词 符号 巨 取代 . 到 
本 身 不 是 一 个 工 能 够 满足 的 结构 , 但 是 一 个 初步 的 结构 . 
(a) |l&| = 新 语言 的 所 有 项 的 集合 . 
(b) 定义 二 元 关系 EB; | 
(u,t) Ee E22 if 公式 w=t 属 于 AA. 
(c) 对 每 个 n 元 谓词 参数 已 , 定义 nn 元 关系 P& : 
(t,t ) EE PX 提 公式 Pti:…t€A. 
137 (d) 对 nn 元 函数 符号 f, 设 f* 是 如 下 定义 的 函数 
(有 tn) = ft1: ty. 
这 包括 了 ?= 0 的 情形 : 对 于 一 个 常数 符号 c, 取 吧 = c. 定义 函数 s:V 一介 即 V 上 的 
恒 等 函 数 s(z) = z， 
这 样 ， 对 于 任何 项 t, 5(t) = t, 对 于 任意 合式 公式 p, 设 yp* 是 将 p 中 用 E 替代 等 号 后 
得 到 的 结果 . 那么 
Fa p*[s] 证 peA. 


细节 : 5(t) =t 可 以 使 用 对 tt 的 归纳 法 进行 证 明 , 但 是 整个 证 明 都 是 直截了当 的 . 
对 于 另外 一 个 结论 
Fa 2" 二 yp€Ah, 
我 们 对 出 现在 公式 中 的 联结 词 或 者 量词 的 数目 使 用 归纳 法 . 
情形 1: 原子 公式 . 我 们 可 以 以 这 样 的 方式 定义 外, 使 得 这 种 情况 是 显然 的 . 比如 , 如 果 


2 是 Pt, 那么 
Fa Ptls] 各 5(t) € PY, 
if te PY, 
刘 Pt eA. 
类 似 地 ， 
Fa uEtls] 证 (5(u), 5(t)) € EY, 
六 (wu,t) € EY, 
进 w=teA. 
情形 2: 否定 . 


Fa (mp)*[s] 刘 Fa yp*[s], 
进 yp 4 人 A 由 演绎 假设 ， 
提 (~- yp)eEA 由 人 A 的 性 质 . 
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情形 3:, 条 件 . 


Fa (Pp 一)*[s] 名 ja yp*[s] 或 者 Fa w*[s]， 
i 刘 p44 人 或 者 eA 由 演绎 假设 
证 (~- yp)e A 或 者 e A， 
一 AF (po), 重 言 式 ， 
全 pF#A 或 者 IpsA 且 Ar 功 ， 
一 (- 9)EA 或 者 WEA， 
循环 结束 . 且 
AF(p Co) 刘 (yp oD) EA. 
(这 可 与 1.7 节 的 习题 2 进行 比较 . ) 
情形 4: 基 化 . 我 们 希望 证 明 ， 
Fa yzo*[s] 六 Yzp € A. 
(由 于 Vx(yp*) 与 (Yzp)* 是 相同 的 ， 因 此 这 里 的 不 同 符号 的 记 法 无 关 紧 要 . ) A 包含 合式 公 
式 0: 
-Vrp = 7 pe-: 
为 了 证 明 
Fa Yrp*[s] = Yzp € A, 
我 们 的 证 明 如 下 : 如 果 yp* 总 是 正确 的 , 那么 对 < 也 是 正确 的 . 因此 由 归纳 假设 可 知 pz e A. 
但 是 Yzp e A, 因为 “是 作为 p 的 反例 所 选择 的 (如 果 存 在 的 话 ). 具体 如 下 : 


Fa Vrp’[s] = Fa 9’*[s(zlc)] 


=> Fa (9°)2[s] 由 替换 引 理 

=> Fa (pe)"[s]), 同上 

一 ozeA 归纳 假设 

=> (22) 夭 和 和 谐 性 

=> (yz 和 A 因为 6sA 且 和 A 是 演绎 封闭 的 
> Vzp EA. 


(我 们 仅 用 到 了 6, 需要 知道 , 如 果 (- Yzp) e A, 那么 对 某 个 特殊 的 c 有 (- p2) € A. ) 
考查 其 反面 . 具体 论证 如 下 ， 


¥au Yozwe*[s] 一 Fa rs(z 胃 ] 对 某 个 上 
~» Ka (pF)[s] 由 替换 引 理 
> ypr¢A 归纳 假设 
~ Vrp¢ A 人 是 演绎 封闭 的 
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问题 在 于 两 个 蕴含 式 都 要 求 在 p 中 + 上 是 可 以 替换 z 的 . 这 可 能 不 对 , 但 是 我 们 能 够 作 
如 下 改进 : 将 2 换 作 字母 变换 式 ,其 中 t 可 替换 x. 那么 就 有 


Ka vrp’ls] = Ka yp*[s(zlt)] 对 某 个 固定 的 t 
= pm yw*[s (zlt)] 由 字母 变换 式 的 语义 等 价 性 (推理 25D) 
> Fa (ye)’[s] 由 替换 引 理 
=> EA 由 归纳 假设 
> vr ¢A 由 于 A 的 演绎 封闭 
=> Yrp¢A 由 字母 变换 式 的 语法 等 价 性 (推理 241) 


这 就 完成 了 所 有 可 能 的 情形 ; 由 归纳 法 , 对 于 任意 的 w， 
Fa er[s] i pp €A. 


如 果 我 们 最 初 的 语言 不 包含 等 号 , 那么 到 这 里 就 结束 了 . 因为 我 们 只 需要 将 结构 &% 限 
制 到 最 初 的 语言 ， 以 得 到 一 个 满足 工 的 每 个 元 素 的 结构 , 该 结构 带 有 恒 等 函 数 . 

然而 ,目前 的 假设 是 最 初 的 语言 也 包含 等 续 . 那么 这 样 得 到 的 结构 & 就 不 够 用 了 . 例 
如 , 如 果 工 包含 句子 c= d (其 中 c 和 d 是 不 同 的 常数 符号 ), 那么 我 们 就 需要 一 个 结构 区 使 
得 co” = 性, 得 到 的 名 是 处 模 EY 的 商 结 构 &/ 已 

第 5 步 : EX 是 一 个 (| 上 的 等 价 关系 . 对 其 中 每 个 t, 设 四 是 等 价 类 . 事实 上 ,EY 是 
则 的 同 余 关 系 . 这 就 意味 着 满足 下 述 条 件 : 

Qi) EY 是 区 | 上 的 等 价 关 系 . 

(1) 对 于 每 个 谓词 符号 P,PY 与 BY 是 相 容 的 : 


(ty E PY Bipt, 1 Signs (t,th) € PY. 
(四 ) 对 于 每 个 函数 符号 /，f? 与 B% 是 相 容 的 : 
0 


在 这 些 条 件 下 , 我 们 可 以 构造 商 结构 多/E, 具体 如 下 : 
(a) I/E| 是 所 有 | 氏 | 的 等 价 类 的 集合 ; 


(b) 对 每 个 n 元 谓词 符号 书 ， 
(lee lta)) E PAE i (bi tn) € PY. 
(c) 对 每 个 n 元 葡 数 符号 f， 
FY/S (ed ts]) = [f(b tn) 


cl/2 = [2]. 
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设 h:| 凡 | 一 |/B| 是 自然 映射 : 
h(t) = 


那么 h 是 一 个 从 处 到 多 /EB 上 的 同 态 . 进一步 , B%/ 是 | 凡 /B| 上 的 相等 关系 . 因此 对 


所 有 %: 
PEA 今 Fu vy"[s] 
全 Fo jp p*[ho s] 
今 FoyE plhos] 
因此 /EB 以 hos 满足 A 的 每 个 元 素 (因此 , 也 满足 TT 的 每 个 元 素 ). 
细节 : 回忆 
tEXt 过 (t=#t) < A， 
证 AFt=t. 
Qi) 根据 相等 的 性 质 Eql, Eq2 和 Egq3, EX 是 处 上 的 一 个 等 价 关系 ， 


Gi) 根据 相等 的 性 质 Ba4，Pst 与 Bx 是 相 容 的 ; 
li) 根据 相等 的 性 质 Eq5, f* 与 Bx 是 相 容 的 . 


由 PY 与 BX 是 相 容 的 , 可 得 P2%/2 是 良 定义 的 . 类 似 地 , 由 f% 与 B% 是 相 容 的 , 可 得 


f%/5 是 良 定义 的 . 
从 这 个 构造 可 以 得 到 , h 是 一 个 从 多 到 多/ 上 的 同 态 , 且 
[E/E i BE 
if 由 = [的 . 


最 后 ， 


2eA 人 车 Foxwrsl 由 第 4 步 
全 Fouyg 9*[hos) 由 同 态 定 理 
今 Foy plho sl, 


最 后 一 步 可 以 根据 BE%/5 是 | 凤 / 妃 | 上 的 相等 关系 进行 判断 . 


第 6 步 : 将 结构 A/E 限制 到 最 初 的 语言 上 . 这 个 /EB 的 限制 以 hos 满足 的 每 个 元 


素 . 


对 不 可 数 语 言 , 需要 对 上 述 的 完备 性 定理 的 证 明 做 一 些 修 改 . 设 语言 的 基数 为 和 . (由 此 ， 
该 语言 有 入 符号 或 者 和 公式 . ) 假定 读者 具有 坚实 的 集合 论 知 识 , 我 们 需要 的 修改 如 下 . 在 
第 1 步 , 加 入 入 个 新 的 常数 符号 , 其 余 细 节 不 需要 改变 . 在 第 2 步 , 只 需要 改变 细节 . 基数 


入 是 初始 序数 . (这 里 需要 对 语言 做 巧妙 的 排序 . ) “ 枚 举 ” 序 对 


(pa, Ta)a<\ 
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按照 小 于 入 的 序数 排列 . 对 a < 入, 9。 是 
了 Yzapa 一 (mp)es, 


其 中 co 是 第 一 个 不 在 po 或 者 是 对 任意 8 < a, bs 中 的 新 常数 符号 . (这 最 多 排除 了 No'card(a) 
个 常数 符号 ， 因 此 还 会 剩 下 一 些 . ) 最 后 , 第 3 步 我 们 通过 Zorn 引 理 得 到 一 个 极 大 集合 A. 
证 明 的 其 余部 分 就 无 需 改 动 了 . 


紧 致 性 定理 (a) 如 果 TE yw, 那么 存在 某 个 有 限 的 To CT, 有 To F v. 
(b) 如 果 工 的 每 个 有 限 子 集 To 都 是 可 满足 的 , 那么 工 是 可 满足 的 . 
特别 地 , 句子 集 有 模型 当 上 且 仅 当 其 每 个 有 限 子 集 有 模型 
证 明 为 了 证 明 (a), 只 需 考 察 

FFP = THy 


> Tory 对 某 个 有 限 的 To CT, 演绎 是 有 限 的 
=> Tok vy. 


(b) 可 以 类 似 证 明 . 如 果 工 的 每 个 有 限 子 集 是 可 满足 的 ,那么 由 可 靠 性 ,每 个 子 集 都 是 
和 谐 的 . 这 样 工 就 是 和 谐 的 , 因为 演绎 是 有 限 的 . 因此 由 完备 性 可 知 , [ 是 可 满足 的 . (事实 
上 (a) 与 (b) 是 等 价 的 , 参见 1.7 节 的 习题 3. ) 图 


初次 接触 紧 致 性 定理 ， 自 然 会 试图 合并 (根据 某 些 代数 或 者 集合 论 运算 ) 那些 在 各 种 有 
限 子 集中 都 能 被 满足 的 结构 , 因此 得 到 一 个 能 够 满足 整个 集合 的 结构 . 实际 上 , 这 样 的 证 明 
是 可 能 的 ; 所 需 使 用 的 运算 是 起 积 . 但 是 , 这 里 我 们 不 进一步 讨论 这 个 有 趣 的 问题 . 

注意 到 紧 致 性 定理 仅 涉 及 2.2 节 中 的 语义 概念 , 根本 没有 涉及 演绎 . 而 存在 能 够 避免 演 
绎 的 证 明 . 相同 的 评论 可 以 用 到 如 下 定理 中 去 . 


“可 枚 举 定理 对 合理 的 语言 , 恒 真 (valid) 合式 公式 的 集合 是 能 行 可 枚 举 的 . 
合理 的 语言 是 指 其 参数 集合 能 够 能 行 枚 举 ， 并 满足 如 下 两 个 关系 : 
{( 忆 四 |P 是 n 元 谓词 符号 } 
以 及 
{(f 轴 )|f 是 兽 元 函数 符号 } 


是 可 判定 的 . 例如 ， 只 有 有 限 多 个 参数 的 任何 语言 (这 样 的 语言 称 作 有 限 语言 ) 肯定 是 合理 
的 , 因为 有 限 集合 总 是 可 判定 的 . 另 一 方面 ,合理 的 语言 必定 是 可 数 的 ,因为 我 们 不 能 够 能 
行 枚 举 不 可 数 集合 ， (事实 上 ， 可 以 使 用 更 强 的 表达 : 如 1.7 节 ， 需 要 一 个 合适 的 输入 /输出 
格式 , 其 使 用 的 符号 集 是 有 限 的 ， 其 蕴涵 了 所 有 字符 串 集合 的 可 数 性 , ) 

该 定理 的 精确 版 本 在 3.4 节 中 给 出 ( 见 其 中 的 第 20 条 ). 两 个 不 同 版 本 的 证 明 的 实质 是 
一 样 的 . 


证 明 其 本 质 是 A 是 可 判定 的 , 因而 演绎 的 集合 也 是 可 判定 的 . 
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设 给 定 表 达 式 e. (已 经 有 了 合理 性 的 假设 ， 可 给 予 别人 的 只 有 可 数 多 个 符合 条 件 的 对 
象 . ) 我 们 希望 判定 s 是 否 在 A 中 . 首先 , 我 们 检查 其 作为 公式 的 语法 形式 . (对 于 命题 逻辑 ， 
这 样 的 检查 有 详细 的 说 明 ; 见 1.3 节 . 在 2.3 节 给 出 了 针对 一 阶 逻辑 的 类 似 说 明 . ) 如 果 e 通 
过 检查 , 还 要 检查 其 是 否 是 重 言 式 的 概 化 (使 用 真 值 表 ). 如 果 不 是 ， 则 检查 s 是 否 具 有 第 2 
组 公理 的 语法 形式 ， 如 此 等 等 . 当 我 们 检查 完 第 6 组 公理 时 ， 如果 s 不 能 够 被 接受 , 那么 e 
不 在 A 中 ， 

(上 述 内 容 是 要 判定 读者 能 否 区 分 A 的 元 素 . 读者 如 果 还 不 能 够 判定 , 可 返回 去 阅读 3.4 
节 的 内 容 . ) 

由 于 A 是 可 判定 的 , A 的 恒 真 结论 集 是 能 行 可 枚 举 的 , 见 定 理 17G. 但 是 

{ala 是 A 的 一 个 恒 真 结论 } 
={alF a} 由 定理 24B 
= {ala 恒 真 } | 

这 个 证 明 的 最 后 一 段 可 以 使 用 如 下 的 论证 取代 , 这 样 看 起 来 或 许 更 清楚 明了 . 首先 , 我 
们 说 (从 6 开始 的 ) 演绎 的 集合 是 可 以 判定 的 . 对 于 给 定 的 有 限 序列 ao,…… , an, 顺序 检查 
每 个 a;， 以 判定 其 是 否 在 A 中 或 者 可 以 通过 序列 中 前 面 的 元 素 经 过 假 言 推理 得 到 . 然后 枚 
举 恒 真 式 ,， 从 合式 公式 的 能 行 序列 开始 . 检查 每 个 序列 ， 判 定 其 是 否 是 演绎 . 如 果 不 是 ， 则 
丢弃 . 如 果 是 , 将 其 最 后 一 个 元 素 置 入 恒 真 列表 中 . 连续 使 用 这 种 方法 (尽管 效率 不 高 ), 可 
以 产生 一 个 列表 , 其 中 任意 恒 真 公式 都 会 出 现在 此 表 中 . 

* 推 论 25F 设 工 是 合理 语言 的 合式 公式 的 可 判定 集 . 

(a) 工 的 定理 集 是 能 行 可 枚 举 的 ; 

(b) 由 工 逻辑 蕴涵 的 公式 集 {pITF yp} 是 能 行 可 枚 举 的 . 

(当然 , (a) 与 (b) 是 指 同样 的 集合 , 这 个 推论 本 身 包含 了 可 枚 举 定理 , 其 中 = &. ) 


证 明 1 枚 举 恒 真 公式 ; 只 要 发 现 如 下 形式 
Qn Ql DQ, 


检查 an,… ,ai 是 否 在 工 中. 如 果 在 , 那么 将 ao 置 入 工 的 定理 列表 中 . 用 这 种 方法 ,T 的 


任何 定理 最 终 都 能 被 列 出 . 图 
证 明 2 TUA 是 可 判定 的 , 因此 其 恒 真 的 结果 集 也 是 能 行 可 枚 举 的， 且 正 是 我 们 所 需 
要 的 . 国 


例如 , 设 工 是 通常 的 集合 论 系 统 的 (可 判定 ) 公理 集合 , 那么 这 个 推论 告诉 我 们 集合 论 
的 定理 集 都 是 能 行 可 枚 举 的 . 

更 一 般 地 , 在 判定 某 些 公理 理论 时 , 坚持 公理 集合 是 可 判定 的 这 一 点 是 很 自然 的 . 毕竟 ， 
我 们 希望 由 这 些 公理 所 得 到 的 证 明 是 可 验证 的 且 确 定 无 疑 的 论证 , 验证 的 部 分 过 程 涉及 对 公 
理 的 验证 . 由 于 这 个 验证 是 可 行 的 , 所 以 公理 集 应 该 是 可 判定 的 ( 或 者 至 少 是 半 可 判定 的 ). 
这 样 可 以 得 到 一 个 结论 : 由 公理 集 得 到 的 定理 集 是 能 行 可 枚 举 的 . 


* 推 论 25G 设 工 是 合理 语言 中 的 可 判定 的 公式 集 ， 对 任意 句子 o, 或 者 TF o, 或 者 
TE =o. 那么 TT 蕴涵 的 句子 集 是 可 判定 的 . 
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证 明 如 果 工 是 不 和 谐 的 , 那么 存在 所 有 句子 组 成 的 可 判定 的 集合 . 因此 , 可 假定 o 是 
和 谐 的 ， 设 给 定 o, 要 求 判定 TE c 是 否 成 立 . 我 们 能 够 枚 举 工 的 定理 , 并 检查 o 或 者 "5 
是 否 在 其 中 , 最 终 ,其 中 一 个 会 出 现在 工 中 , 即 可 得 到 绪论， 、 国 


(注意 到 这 个 证 明 实际 上 描述 了 两 个 判定 的 过 程 . 当 和 谐 时 , 一 个 是 正确 的 ; 当 工 不 
和 谐 时 , 另 一 个 是 正确 的 . 因此 , 任何 一 种 情况 ,决策 过 程 都 存在 . 但 是 对 于 给 定 的 工 的 有 
限 描述 , 我 们 不 能 够 有 效 地 做 出 决定 . 一 个 集合 是 可 判定 的 当 且 仅 当 对 这 个 集合 存在 一 个 决 
策 过 程 , 但 这 并 不 意味 着 我 们 已 经 得 到 了 这 个 决策 . ) 

需要 说 明 的 是 , 一 般 地 , 我 们 对 可 枚 举 的 证 明 不 能 够 扩充 到 可 判定 性 的 证 明 . 对 于 大 多 
数 的 语言 , 恒 真 公式 的 集合 是 不 可 判定 的 . ( 见 3.5 节 的 丘 奇 定理 . ) 
历史 注 记 

(可 数 语言 的 ) 完备 性 定理 最 早出 现在 1930 年 哥 德 尔 的 博士 论文 中 , (与 1931 年 发 表 的 
“ 哥 德 尔 不 完备 定理 ”不 会 产生 混淆 , 在 第 3 章 会 考虑 这 个 结果 . )( 可 数 语言 的 ) 完备 性 定理 
是 作为 推论 给 出 的 . 

1936 年 马尔 采 夫 的 一 篇 论文 中 隐 含 了 不 可 数 语言 的 紧 致 性 定理 . 其 证 明 使 用 了 Skolem 
函数 ( 见 4.2 节 ) 和 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 . 1941 年 , 马尔 采 夫 的 一 篇 论文 第 一 次 将 不 可 数 
语言 的 紧 致 性 定理 清楚 地 表述 出 来 . 

可 枚 举 定 理 隐 含 在 1928 年 斯 科 伦 发 表 的 结果 中 , 在 此 基础 上 才 有 了 1930 年 哥 德 尔 的 著 
作 . 

我 们 给 出 的 完备 性 定理 的 证 明 最 早出 现在 1949 年 Leon Henkin 的 毕业 论文 中 , 与 哥 德 
尔 最 初 的 证 明 不 同 ， Henkin 很 容易 地 将 证 明 推 广 到 了 具有 任意 基数 的 语言 . 
习题 
1. (语义 规则 EI) 假设 常数 符号 c 不 在 yp, 沙 和 工 中 出 现 ,T; wz F ,证明 :T; 3zp F 多 . (不 使 用 可 靠 性 定 

理 和 完备 性 定理 . ) 
. 证 明 完备 性 定理 (8) 与 (b) 等 价 . 提示 : Fp 进 TU{- 9] 是 不 可 满足 的 , 且 人 是 可 满足 的 当 且 仅 
当 A kK 上 , 其 中 上 是 某 个 不 可 满足 的 、 可 批驳 的 公式 , 如 ~ Yzz = 7， 
说 明 : 类 似 地 , 可靠 性 定理 等 价 于 每 个 可 满足 的 公式 集 是 和 谐 的 . 
3. 设 TF yp, 月 P 是 不 在 T 和 和 中 出 现 的 谓词 符号 . 是 否 存 在 不 出 现 P 的 从 TT 到 的 演绎 ?提示 : 这 个 
问题 有 两 种 不 同 的 方法 . “ 软 ” 方 法 使 用 两 个 不 同 的 语言 ， 一 个 含有 书 另 一 个 不 含 P; “ 硬 ” 方法 
则 考虑 是 否 能 够 可 以 从 给 定 的 从 工 到 ” 的 演绎 中 消去 P. 
设 工 = {一 YorPul, Puz, Puas,……}, 工 是 否 和 谐 ? 是 否 可 满足 ? 
. 证 明 无 限 图 可 以 使 用 四 色 标 注 当 上 且 仅 当 每 个 有 限 子 图 都 可 使 用 四 色 标 注 . 提示 : 构造 一 个 语言 , 其 
中 为 每 个 国家 构造 一 个 常数 符号 , 每 种 颜色 构造 一 个 一 元 谓词 符号 , 然后 使 用 紧 致 性 定理 . 
. 设 i、 是 句子 集 ， 且 二 者 没有 共同 的 模型 . 证 明 存在 一 个 句子 7 使 得 Mod Zi S Mod r 且 
Mod 22 C Mod 一 T. (也 可 表述 为 : 不 相交 的 ECA 类 可 以 使 用 EC 类 进行 区 分 . ) 提示 : Z1 U 2 
是 不 可 满足 的 , 使 用 紧 致 性 定理 . 
完备 性 定理 说 明 每 个 句子 或 者 存在 (从 2) 演绎 , 或 者 存在 否定 模型 ( 即 一 个 结构 , 该 句子 在 其 中 是 假 
的 ). 对 每 个 下 述 句 子 , 证 明 其 演绎 存在 或 者 给 出 一 个 否定 模型 . 
(a) vz(Qz = VyQY)- 
(b) (3zPz 一 VyQY) 一 Vz(Pz 一 Qz)， 


5 


SR 


人 


人 
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(c) Vz(Pz 一 Qz) 一 (rzPz —= VYyQY). 
(d) -— 3yvz(Pry 一 一 Przz). 

8. 设 ( 带 有 等 号 的 ) 语言 只 有 Y 及 了 两 个 参数 , 其 中 已 是 一 个 二 元 谓词 符号 . 设 引 是 结构 是 || = 忆 , 且 
(已 E Pa 当 且 仅 当 la 一直 = 1. 这 样 % 就 像 一 个 无 限 图 


OA 


证 明 : 存在 一 个 初等 等 价 的 不 连通 的 结构 站 . (连通 的 意思 是 指 对 |4| 的 任意 两 个 元 素 之 间 存 在 一 
条 路 . 一 条 从 a 到 志 的 长 度 为 n 的 路 是 一 个 序列 (po,pi1,… ,pn), 其 中 a=po, 6 二 pn 月 对 每 个 i， 
(piyPit1) € P%. ) 提示 : 加 入 常数 符号 c 和 d, 给 出 c 与 d 分 离 的 句子 . 使 用 紧 致 性 定理 . 

9. 在 2.4 节 用 到 了 一 个 特定 的 逻辑 公理 的 集合 A， 对 这 个 集合 可 以 作 有 限制 的 变换 . 
(a) 如 果 在 集合 A 中 加 入 某 个 无 效 公式 区, 证 明 可 靠 性 定理 在 这 里 失效 . 
(b) 另外 一 个 极端 ， 如 果 取 A = 台 , 即 不 使 用 任何 公理 , 证 明 此 时 完备 性 定理 失效 . 
(c) 在 中 加 入 一 个 新 的 恒 真 公式 , 可靠 性 定理 和 完备 性 定理 都 还 成 立 , 请 解释 其 原因 . 


2.6 ”理论 的 模型 

本 节 我 们 不 再 讨论 演绎 和 逻辑 公理 ， 再 返回 来 考虑 2.2 节 讨论 的 问题 . 当然 , 有 了 上 一 
节 的 定理 , 我 们 就 可 以 解决 更 多 的 问题 了 . 
2.6.1 ”有限 模型 


有 些 句子 只 有 无 限 模型 ,譬如 ,< 是 没有 最 大 元 的 序 关系 . 这 样 的 句子 的 否定 是 有 限 恒 
真 的 , 即 在 每 个 有 限 结构 中 是 真 的 . 

也 有 的 句子 只 有 有 限 模 型 , 例如 , 模型 Yzvyz = y 的 基数 就 是 1. 但 是 如 果 所 有 的 模型 
都 是 有 限 的 , 那么 根据 如 下 定理 模型 的 大 小 存在 一 个 有 限 的 界 . 


定理 26A 如果 句子 集合 2 有 任意 大 的 基数 的 有 限 模型 ， 那 么 就 有 一 个 无 限 模型 , 
证 明 对 每 个 整数 上 > 2,， 可 以 找到 一 个 句子 Xx“ 至 少 存在 大 个 对 象 . ”例如 ， 


M2 = 3v13v2v1 # v2, 


M3=3v01d2dv3(v1 # v2 和 AU 天 UVa Nv @# v3). 


考虑 集合 

FU {M,N 上 
根据 假设 , 任意 有 限 子 集 都 有 模型 . 再 由 紧 致 性 定理 ， 整 个 集合 有 一 个 模型 ,显然 这 个 模型 
是 无 限 的 . 国 


比如 , 在 群 论 中 , 存在 某 些 非常 巧妙 的 等 式 在 每 个 有 限 群 中 都 是 真 的 , 但 在 每 个 无 限 群 
中 都 是 假 的 , 这 一 点 先前 我 们 是 深信 不 疑 的 . 但 是 根据 上 述 定理 , 这 样 的 等 式 是 不 存在 的 . 

定理 的 证 明 给 出 了 一 个 用 以 求 给 定 特 性 的 结构 的 方法 . 首先 给 出 一 些 说 明 结构 特性 的 句 
子 (可 能 是 在 扩充 语言 中 的 ), 如 果 能 够 证 明 这 些 句 子 的 任何 有 限 子 集 都 共有 一 个 模型 ， 紧 致 
性 定理 说 明 这 个 结构 就 是 给 定 句子 的 模型 . 接 下 来 , 我 们 会 看 到 一 些 使 用 这 种 方法 的 例子 . 
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推论 26B (对 于 给 定 的 语言 ) 所 有 有 限 结 构 的 类 不 是 ECA， 所 有 无 限 结构 的 类 不 是 
EC. 

证 明 前 半 部 分 可 以 直接 从 定理 得 到 . 如 果 所 有 无 限 结构 的 类 是 Mod7, 那么 所 有 有 限 
结构 的 类 为 Mod- 7. 但 是 这 个 类 连 ECA 都 不 是 ,当然 也 不 是 EC. 图 


无 限 结构 的 类 是 ECA, 即 Mod {Xo, 和 3,…}. 

接 下 来 , 我 们 考虑 与 有 限 结构 相关 的 决策 问题 . 对 于 任意 的 结构 %, 的 理论 定义 为 风 
中 为 真 的 所 有 句子 的 集合 , 记 作 : Th 六 . 对 于 有 限 结构 &%, Th & 是 否 可 判定 ? 句子 集 是 否 存 
在 有 限 的 可 判定 模型 ? 

下 面 的 考察 可 能 会 有 助 于 对 这 些 问 题 的 回答 . 

(1) 任意 有 限 的 结构 % 同 构 于 论 域 为 {1,2,… ,n} 的 结构 ， 其 中 n 为 的 大 小 ( 即 
n= card||), 若 和 | = {a1,… ,an} ,那么 这 里 仅 是 简单 地 把 ai 替换 为 i. 

例如 , 设 语言 中 仅 有 参数 Y 和 一 个 二 元 谓词 符号 E( 对 有 向 图 中 的 边关 系 而 言 ), 考虑 有 
限 结构 加, 其 论 域 | 又 | 包含 4 个 不 同 的 对 象 {a,b, cd, 且 


E® = {(a,b), (b, a), (b, ©), (c, O)}. 


那么 , 区 同 构 于 结构 

({1, 2， 3， 4, }; {(1, 2)， 《2， 1)， (2, 3)， (3， 3)}). 
但 是 这 里 还 有 另外 一 种 情况 ,如 果 我 们 将 | 多 | 中 的 元 素 排 列 为 b,a,d,c， 那么 我 们 得 到 的 同 
构 结 构 就 变 成 了 

({1,2, 3, 4, }; {(1, 2), (2, 1), (1, 4), (4, 4))). 


(2) 对 于 有 限 语言 而 言 ， 有 限 结构 可 以 使 用 一 个 有 限 的 符号 串 表达 . 如 上 例 可 以 使 用 下 
面 的 一 行 符号 串 来 表达 : 


({1,2, 3, 4, }; {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 3)}), 


当然 , 也 可 以 使 用 基 为 10( 或 者 读者 喜欢 的 其 他 基 ) 的 数字 、 标 点 和 分 隔 符 (如 括号 ) 书写 出 
来 . 因此 , 这 样 的 结构 可 以 同 他 人 或 者 机 器 进行 交流 . 有 限 符 号 串 可 以 使 用 一 种 合适 的 输入 
格式 进行 书写 . 

(3) 对 于 有 限 语 言 , 给 定 有 限 结构 多 , 论 域 为 {1,2,… ,nn}( 由 前 面 的 考察 , 给 出 这 样 一 个 
对 象 是 可 能 的 ), 一 个 合式 公式 p, 以 及 一 个 指派 se 将 论 域 中 的 数字 指派 给 ” 中 的 自由 变量 
(当然 是 有 限 多 的 ), 那么 就 能 够 判定 是 否 有 Fa ylswl. 

例如 , 给 定 


B=({1,2,3,4,};{(1,2), (2, 1), (2, 3), (3, 3)}), 
p=Vv1((— Yu 一 Ev2v1) 一 Ev1v1), 


可 以 按照 图 2-2 所 示 的 树 进行 计算 , 我 们 发 现 句子 :五 的 值 域 中 的 任何 对 象 都 与 其 自身 有 
关 ” 在 区 中 是 错误 的 ， 
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图 2-2 在 论 域 大 小 为 4 的 结构 中 检查 句子 Vvi((mYv2— Ev2v1) i Eviv1) 


在 树 中 的 每 个 叶子 上 ( 即 每 个 最 小 的 节点 ) 有 一 个 原子 公式 , 检查 其 是 否 能 够 被 满足 . 要 
注意 每 个 量词 的 出 现 都 会 导致 对 n 个 元 素 的 论 域 进行 一 次 检查 . 对 一 个 具有 个 量词 的 公 
式 yp, 树 中 的 叶子 数目 的 上 界 是 n 的 上 次 方 的 多 项 式 . 如 果 语 言 包含 函数 符号 , 那么 其 中 的 
每 个 项 都 要 使 用 结构 给 出 的 (有 限 ) 函数 进行 检查 . 

特别 地 ， 如 果 限制 到 句子 上 ,对 如 上 给 定 的 和 句子 o, 我们 可 以 判定 风 是 否 是 o 的 
模型 . (事实 上 , 这 里 的 o 甚至 可 以 是 第 4 章 中 要 讨论 的 二 阶 句 子 . ) 


* 定 理 26C ”对 有 限 语言 中 的 有 限 结 构 义 ,， Th 是 可 判定 的 


证 明 1 由 考察 1 可 知 , 我 们 能 够 将 义 蔡 换 成 论 域 为 {1,.… ,n} 的 同 构 结 构 , 且 在 替换 
后 , 不 改变 句子 的 真 值 . 然后 应 用 考察 3 即 可 . 国 


证 明 2 由 2.2 节 的 习题 17(a), 存在 句子 6m, 它 给 出 义 的 一 个 同 构 . 这 就 得 到 
Th 到 = {oldu F o}. 
(细节 : 注意 到 对 “SG”, 如 果 o 在 义 中 是 真 的 , 那么 其 在 多 的 所 有 同 构 结构 中 都 是 真 的 ， 因 
此 在 jx 的 所 有 模型 中 也 都 是 真 的 , 因此 6x F o. 反 过 来 更 简单 ， 如果 bx F o, 那么 o 在 6m 


的 所 有 模型 中 也 都 是 真 的， 当然 在 外 中 也 是 这 样 的 . ) 应 用 推论 25G, 注意 到 对 每 个 o, 或 
者 Fw ec 或 者 Fx 一 cr， 国 


(4) 给 定 句 子 o 和 正 整数 n, 能 够 判定 o 是 否 存在 一 个 n 元 模型 ， 即 ， 二 元 关系 


{(o,n)loc 有 一 个 大 小 为 n 的 模型 } 


是 可 判定 的 . 

这 里 的 关键 思想 是 只 有 有 限 多 个 结构 需要 检查 ， 且 我 们 能 够 进行 检查 . 由 考察 1, 句子 
5 具有 大 小 为 n 的 模型 当 且 仅 当 其 具有 论 域 为 {1,… ,n} 的 模型 . 如 果 将 语言 限制 到 仅 出 现 
在 o 中 的 参数 上 ,那么 就 只 有 有 限 多 个 这 样 的 结构 ,就 可 以 按照 一 定 的 方法 系统 生成 ，( 例 
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如 , 如 果 参 数 只 有 Y 和 二 元 谓词 符号 , 那么 就 有 2” 个 不 同 构 的 结构 . ) 应 用 考察 3, 就 可 以 
检查 其 中 的 任何 一 个 是 否 是 e 的 模型 . 

(5) 句子 o 的 谱系 (spectrum) 定义 为 {nlo 具有 大 小 为 的 模型 }， 见 2.2 节 的 习题 16. 
由 考察 4 可 以 看 出 ,任何 句子 的 谱系 都 是 可 判定 的 正 整数 集合 . 


* 定 理 26D ”对 于 有 限 语言 , {olo 具有 有 限 模型 } 是 能 行 可 枚 举 的 . 
证 明 这 里 给 出 一 个 半 判 定 的 方法 : 给 定 a, 由 考察 4， 首先 检查 其 是 否 具有 大 小 为 1 
的 模型 . 如 果 没 有 , 检查 其 是 否 具有 大 小 为 2 的 模型 ， 如 此 持续 下 去 . 国 


* 推 论 26E 设 语言 是 有 限 的 ， 且 B 是 在 每 个 有 限 结构 中 都 是 真 的 句子 集合 , 那么 其 补 
更 是 能 行 可 枚 举 的 . 

证 明 对 于 句子 o, oe B@ 对 (mo) 具有 有 限 模型 , 可 以 对 (~ c) 使 用 上 述 半 判定 的 判 
断 方法 . 国 

由 定理 17F, 更 是 可 判定 的 当 且 仅 当 它 是 能 行 可 枚 举 的 ， 可惜 情况 不 是 这 样 . 对 如 下 定 
理 我 们 不 加 以 证 明 . 


*Trakhtenbrot 定理 (1950) 句子 集合 
B= {clo 在 每 个 有 限 结构 中 是 真 的 } 


通常 是 不 可 判定 的 , 也 不 是 能 行 可 枚 举 的 . 

这 样 , 与 有 限 结 构 的 可 枚 举 定理 类 似 的 可 判定 的 结论 是 错误 的 . 
2.6.2 ”模型 的 大 小 

在 2.5 节 中 证 明 紧 致 性 定理 的 时 候 ， 我 们 是 从 和 谐 集 开始 ,构造 一 个 可 满足 的 结构 
/EE. 这 个 结构 有 多 大 呢 ? 其 实 , 如 果 初 始 语言 是 可 数 的 , 那么 &/ 忆 | 就 是 可 数 的 . 因此 , 和 
谐 的 句子 集合 在 可 数 的 语言 中 有 可 数 的 模型 ， 

则 /已 是 由 初始 结构 处 开始 构造 的 . 4 的 论 域 是 语言 中 的 所 有 项 ， 该 语言 则 是 添加 了 可 
数 的 新 符号 集 的 . 但 是 扩充 后 的 语言 仍 是 可 数 的 ， 因 此 所 有 表达 式 的 集合 是 可 数 的 (因此 ， 
所 有 项 的 集合 也 是 可 数 的 ), 即 |&| 是 可 数 的 . 

/的 论 域 包 含 了 多 的 元 素 的 等 价 类 , 因此 也 是 可 数 的 集合 . (可 通过 为 每 个 等 价 类 指 
派 某 个 元 素 , 建立 从 |%/B| 到 区 | 中 的 一 对 一 映射 . ) 这 样 就 有 , 义 /是 可 数 的 结构 . 


洛 文海 一 斯 科 伦 定理 (1915) (a) 设 开 是 可 数 语言 中 的 可 满足 的 公式 集合 , 那么 工 在 某 
个 可 数 结构 中 是 可 满足 的 . 
(b) 设 忆 是 可 数 语言 中 的 句子 集 , 如 果 区 有 任意 模型 ,那么 它 有 可 数 模型 . 


证 明 首先 , 由 可 靠 性 定理 , TT 是 和 谐 的 . 然后 由 完备 性 定理 (及 前 面 的 说 明 ),T 可 被 可 
数 结构 满足 . 图 


(对 该 定理 还 有 一 个 更 直接 的 证 明 方法 , 该 方法 将 会 出 现在 4.2 节 及 这 一 节 的 习题 1. 该 
证 明 不 使 用 演绎 计算 , 从 一 个 任意 的 能 够 满足 的 结构 开始 , 通过 各 种 操作 从 中 提取 一 个 能 
够 满足 工 的 可 数 子 结构 . ) 
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F 是 一 个 句子 情形 下 的 洛 文海 - 斯 科 伦 (L6wenheim-Skolem) 定理 是 洛 文海 (Lepold 
L6wen heim) 于 1915 年 发 表 的 ， 斯 科 伦 (Thoralf Skolem) 在 1920 年 将 其 扩充 为 可 能 无 限 
的 工 的 情形 . 这 个 定理 标志 着 数理 逻辑 进入 了 新 的 发 展 阶段 . 早期 的 工作 主要 是 利用 形式 语 
言及 演绎 计算 进行 数学 形式 化 工作 ; 这 些 工作 主要 是 由 弗 雷 格 (Gottlob Frege) 在 1879 年 完 
成 的 . 例如 , 怀特 黑 德 和 罗素 完成 的 《数学 原理 》(Principia Mathematica) (1910~1913) 对 这 
个 形式 化 工作 进行 了 细 化 . 逻辑 学 的 现代 阶段 始 于 逻辑 学 家 返回 去 开始 验证 他 们 创建 的 形 
式 系 统 . 该 方向 的 其 他 早期 工作 是 由 希 尔 伯 特 、 波 斯 特 、 哥 德尔 及 塔 斯 基 等 人 完成 的 . 

我 们 来 看 一 个 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 应 用 的 例子 . 设 4sr 是 选 定 的 集合 论 公 理 集合 ， 

们 当然 希望 这 些 公理 是 和 谐 的 . 因此 这 些 公 理应 该 有 一 个 模型 . 根据 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 ， 
这 些 公理 具有 一 个 可 数 模型 EC， 当然 & 是 所 有 由 4sr 逻辑 蕴涵 的 句子 的 模型 . 其 中 一 个 名 
子 断 言 ，( 根 据 指定 的 反映 方式 翻译 回 自然 语言 后 ) 存在 不 可 数 多 个 集合 . 这 里 并 没有 了 矛盾， 
但 是 这 种 复杂 的 情况 还 是 被 含糊 称 为 “斯 科 伦 悖 论 ”. 在 结构 Ee 中 ,不 存在 从 自然 数 到 论 域 
上 的 一 对 一 映射 的 形式 定义 ， 这 是 毫 无 疑问 的 . 但 是 也 无 法 排除 (在 上 《 之 外 ) 存在 本 征 函 数 
的 可 能 性 , 这 样 的 函数 能 够 提供 这 样 的 一 一 对 应 ， 

结构 处 的 理论 , 记 作 Th &, 是 处 中 为 真 的 所 有 句子 的 集合 . 我 们 可 以 应 用 洛 文海 - 斯 
科 伦 定理 证 明 , 对 于 可 数 语言 (2 = Th 2%) 的 任意 结构 ,存在 可 数 的 初等 等 价 结构 加， 如 果 
B 是 Th 的 模型 , 那么 处 三 加 ,因为 


Fao>o€EThAFso 


及 


Ka o 全 Fu m0- 0) ETh dF -0 Ko. 


例如 , 实数 域 (R;0, 1+,*) 是 有 限 语言 的 不 可 数 结构 . 因此 , 肯定 存在 可 数 的 结构 (也 是 域 ) 恰 
好 满足 同样 的 句子 . (事实 上 , 塔 斯 基 证 明 我 们 可 以 用 代数 实数 域 取代 它 .) 


例 考虑 结构 
N= (N;0, 9,< ,十 ,). 


我 们 说 存在 可 数 结构 mio, 初等 等 价 于 (因此 gt 与 外 恰好 满足 同样 的 句子 ),， 但 是 不 与 多 
同 构 . 


证 明 使 用 紧 致 性 定理 构造 Mo. 在 语言 中 添加 常数 符号 c, 设 
Y={0<ce,S0<ce,SS0<ce,...}. 


我 们 说 UTh NW 有 一 个 模型 . 考虑 它 的 一 个 有 限 子 集 , 这 个 有 限 子 集 在 如 下 结构 中 是 
真 的 : 
Nx = (N; 0, 5, <, +, *, &) 
对 某 个 很 大 的 &( 其 中 k= ce). 根据 紧 致 性 定理 , 2UTh RM 有 一 个 模型 . 
由 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 , 2 U Th 只 有 一 个 可 数 模型 ， 


nt = (|9t|; 0 亚 ,S 丈 ,< 亚 , 十 亚 ，. 于 co). 
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设 Mo 是 在 初始 语言 上 对 镍 的 限制 : 
gto = (|9%|; 0 SY < 加 ,十 宰 ,. 哎 ). 
由 于 JWio 是 Th % 的 模型 ， 有 Mo = %. 


Emo=>o €Th MFm a 


长 on or 全 一 0 € Th %M =—>Fomo 一 0 Komo oO. 
至 于 可 数 结构 gto 不 与 NN 同 构 的 证 明 ， 留 给 读者 作 练习 . (|%to| 包含 无 限 大 的 数 c 兄 ) 。 国 


不 可 数 * 语言 的 情况 如 何 呢 ? 假如 在 完备 性 定理 的 证 明 中 , 我 们 从 基数 为 和 的 语言 中 的 
集合 工 开始. 我 们 说 在 这 种 情况 下 , 结构 /EB 的 基数 < 入 . 

Ul/ 马 是 由 初等 结构 六 构造 来 的 . 其 论 域 是 在 语言 中 加 入 入 个 常数 符号 后 得 到 的 所 有 项 
的 集合 . 因此 , 扩充 语言 仍 具 有 基数 和 . 因此 (根据 定理 0D) 所 有 表达 式 的 集合 的 基数 < 入 ( 因 
而 所 有 项 的 集合 也 是 这 样 ). (事实 上 , 至 少 有 入 个 新 常数 符号 ,项 集合 的 基数 恰好 是 入 ) 

/的 论 域 包含 & 中 元 素 的 等 价 类 , 因此 card 慨 /E| < card | 则 (可 以 通过 为 每 个 等 
价 类 指定 某 个 选 定 的 元 素来 建立 由 伺 / 天 到 card | 位 | 中 的 一 对 一 映射 , 然而 这 里 我 们 使 用 选 
择 公理 . ) 这 样 , 工 在 基数 < 和 的 结构 /EB 中 是 能 够 满足 的 . 


洛 文海 一 斯 科 伦 定理 (a) 设 工 是 基数 为 入 的 语言 中 可 满足 的 公式 集合 , 那么 在 某 个 
基数 小 于 和 的 结构 中 是 可 满足 的 . 

(b) 设 三 是 基数 为 和 的 语言 中 的 句子 集 , 如 果 三 有 任意 模型 , 那么 它 有 基数 小 于 等 于 入 
的 模型 . 

先前 的 洛 文海 ~ 斯 科 伦 定理 是 这 个 定理 的 特例 , 那里 的 和 = No. 

设 有 一 个 可 数 语言 的 不 可 数 结构 ,根据 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 (应 用 到 Th 上 ), 存在 
可 数 的 名 , 它 是 Th 的 模型 , 因此， 如 前 所 述 , 多 三 多 . 

反之 , 假如 从 可 数 结构 公开 始 , 是 否 存 在 不 可 数 的 公使 得 听 三 名? 如 果 多 是 有 限 的 ( 且 
语言 包含 等 号 ), 那么 这 是 不 可 能 的 . 但 是 如 果 由 是 无 限 的 , 那么 根据 “升降 洛 文海 - 斯 科 
伦 定理 ”, 存在 这 样 的 站. 升 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 归功 于 塔 斯 基 (Tarski), 即 “LST” 中 的 “T>. 


LST 定理 设 工 是 基数 为 入 的 语言 中 可 满足 的 公式 集合 , 且 假 定 其 在 某 个 无 限 结构 中 
是 可 满足 的 , 那么 对 每 个 基数 < > 和 , 存在 基数 为 < 的 结构 , 在 其 中 工 是 可 满足 的 . 
证 明 设 义 是 满足 T 的 无 限 结 构 . 通过 添加 基数 为 上 的 新 常数 符号 集合 C 对 语言 进行 
扩充 . 设 | 
= {ci 关 cz|c1,c2 是 C 的 不 同 的 元 素 }. 


在 结构 &% 中 , UT 的 任意 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 , 为 所 取 有 限 子 集中 的 有 限 多 个 常数 符号 
指定 互 不 相同 的 对 象 即 可 . (由 于 是 无 限 的 , 所 以 足以 容纳 任意 有 限 多 个 对 象 . ) 因此 由 紧 
致 性 定理 , UT 是 可 满足 的 , 再 由 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 , 其 在 基数 < & 的 结构 % 中 是 可 满 
足 的 . (扩充 语言 的 基数 为 k++ 和 =. ) 但 马 的 任何 一 个 模型 的 基数 显然 都 > <. 因此 , 人 B 的 
基数 必定 是 6; 再 将 区 限制 到 初始 语言 上 . 因 


1. 想 避 开 不 可 数 基数 的 读者 可 以 跳 到 2.6.3 节 . 
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推论 26F (a) 设 2 是 可 数 语言 中 的 句子 集合 , 如 果 允 有 某 个 无 限 模型 ， 那么 有 任 
意 大 无 限 基数 的 模型 


(b) 设 匆 是 可 数 语言 中 的 无 限 结构 ， 对 任意 无 穷 基 数 和 ， 存 在 基数 为 和 的 结构 好 使 得 
多 三 外 . 


证 明 (a) 在 定理 中 取 工 = ,入 = No 即 得 . 
(b) 在 (a) 中 取 了 = Th 多 . 四 


考虑 非 逻 辑 公理 的 句子 集合 . (如 为 集合 论 的 公理 集 或 者 数论 的 公理 集 . ) 称 允 是 范 
咕 的 当 且 仅 当 卫 的 任意 两 个 模型 都 是 等 价 的 .上述 推论 意味 着 如 果 忆 有 任意 大 无 限 模型 ， 
那么 2 不 是 范畴 的 . 例如 不 存在 这 样 的 句子 集合 ， 其 模型 恰好 是 同 构 于 (Ni 0, 5,+,) 的 结 
构 . 这 是 对 一 阶 语言 表达 能 力 的 局 限 性 的 陈述 . (在 4.1 节 , 我 们 会 看 到 存在 范畴 的 二 阶 句 子 . 
但 是 二 阶 句 子 是 特殊 的 , 可 以 对 子 集 加 以 描述 , 避免 由 结构 给 出 不 同 的 解释 .) 


2.6.3 ”理论 


理论 定义 为 逻辑 蕴涵 意义 下 封闭 的 句子 集合 , 也 就 是 说 , 了 是 一 个 理论 当 且 仅 当 工 是 
一 些 句子 的 集合 , 该 集合 使 得 语言 中 的 任意 句子 o， 


TFEoc—>oET. 


(注意 : 我 们 仅 指 句 子 , 而 不 是 带 有 自由 变量 的 公式 . ) 

例如 , 总 存在 仅 包含 语言 的 恒 真 句子 的 最 小 的 理论 . 另外 , 存在 包含 语言 的 所 有 句子 的 
理论 ; 这 是 唯一 不 能 够 满足 的 理论 . 

对 (语言 的 ) 结构 类 大, 定义 其 理论 为 ( 记 作 Th ) 


Th K = {olo 在 KK 的 每 个 元 素 中 都 是 真 的 } 
(这 一 概念 由 先前 的 特殊 情况 大 = {中 } 而 来 . ) 
定理 26G Th 确实 是 一 个 理论 . 
证 明 K 的 任何 元 素 都 是 Th K 的 模型 . 这 样 , 如 果 o 在 Th 大 的 每 个 模型 中 都 是 真 的 ， 


那么 它 在 大 的 每 个 结构 中 都 是 真 的 . 因而 , 它 属 于 Th 大 . 有 


例如 ,如 果 语 言 的 参数 包括 Y, 0, 1, + 和 …, 且 是 所 有 域 的 类 , 那么 域 的 理论 Th 大 
是 语言 在 任意 域 中 都 真 的 的 所 有 人 句子 的 集合 . 如 果 万 是 特征 为 0 的 域 的 类 , 那么 Th Fo 是 
特征 为 0 的 域 的 理论 ， 

回忆 一 下 ,对 于 句子 集合 2, 定义 Mod 巴 为 也 的 所 有 模型 的 类 . Th Mod > 则 是 在 2 
的 所 有 模型 中 都 是 真 的 的 所 有 句子 的 集合 . 但 是 这 不 过 是 由 逻辑 蕴涵 的 所 有 句子 的 集合 . 
称 此 集合 为 的 推论 集 , 记 作 Cn2. 这 样 ， 


Cn2={clI2Fel 
=Th Mod >. 
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例如 ， 集 合 论 是 特定 的 句子 集合 的 推论 集 , 这 些 句 子 无 疑 就 是 集合 论 的 公理 , 一 个 句子 集合 
是 一 个 理论 当 且 仅 当 工 = Cn 

一 个 理论 了 称 为 是 完备 的 当 且 仅 当 对 每 个 句子 o, 或 者 reE 工 或 者 (- cj) ET. 例如 ， 
对 于 任意 结构 六 ,Th {&}( 如 前 可 记 作 Th &) 总 是 一 个 完备 的 理论 . 事实 上 , 很 明显 ，ThK 
是 完备 的 理论 当 且 仅 当 大 的 任意 两 个 结构 都 是 初等 等 价 的. 一 个 理论 了 是 完备 的 当 且 仅 当 
工 的 任意 两 个 模型 是 初等 等 价 的 . 

例如 , 域 的 理论 是 不 完备 的 ， 因为 句子 


1+1=0, 
3rz:7=1+1 


在 某 些 域 中 是 真 的 而 在 另外 一 些 域 中 是 假 的 . 特征 为 0 的 代数 闭 域 的 理论 是 完备 的 , 但 这 并 
不 明显 ( 见 定理 26J). 


* 定 义 理论 了 是 可 公理 化 的 当 且 仅 当 存在 可 判定 的 句子 集合 了 使 得 了 = Cn2. 
定义 理论 工 是 有限 可 公理 化 的 当 且 仅 当 对 某 个 有 限 句 子 集合 ,T= Cnz. 


在 后 一 种 情况 中 , 我 人 有 了 = Cn{o}( 记 作 : T= Cno), 其 中 是 忆 的 有 限 多 个 元 素 的 
合 取 . 比如 , 域 的 理论 是 有 限 可 公理 化 的 , 对 于 域 的 类 三 是 Mod B, 其 中 更 是 域 公理 的 有 
限 集 合 . 域 的 理论 是 Th Mod® = Cn®. 

特征 为 0 的 域 的 理论 是 可 公理 化 的 , 记 作 Cn®Bo, 其 中 Bo 包含 (有限 多 个 ) 域 公理 以 及 
无 限 多 个 句子 : 


1+1z0, 
1+1+1#z#0, 


这 个 理论 不 是 有 限 可 公理 化 的 . 为 了 证 明 这 一 点 ,首先 要 注意 到 Bo 没有 一 个 有 限 子 集 具有 
完整 的 理论 作为 其 推论 集 . (由 于 有 限 子 集 可 能 在 特征 非常 大 的 某 个 域 中 是 真 的 . ) 应 用 如 下 
定理 : 


定理 26H 如 果 Cn2 是 有 限 可 公理 化 的 , 那么 存在 有 限 的 2o C 吕 使 得 Cnzo = Cnz， 

证 明 假定 Cn2 是 有 限 可 公理 化 的 ， 那么 对 某 个 句子 7，Cn = Cn7. 通常 , 7 4 了 ， 
但 是 至 少 会 有 FT. (7 € Cnr = Cn2. ) 根据 紧 致 性 定理 ， 存 在 一 个 有 限 的 Yo C 2 使 得 
2oFr, 那么 


CnT C Cn2o C Cn», 
因此 等 号 就 成 立 了 . 靖 
下 面 使 用 目前 的 术语 重新 叙述 推论 25F 和 25G. 


推论 26I (a) (在 合理 的 语言 中 ) 一 个 公理 化 的 理论 是 能 行 可 枚 举 的 . 
(b) (在 合理 的 语言 中 ) 完备 的 可 公理 化 的 理论 是 可 判定 的 . 
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我 们 可 以 通过 如 下 的 交换 图 来 表达 这 些 概念 之 间 的 关系 (其 中 已 经 包含 了 习题 6 的 结 
果 ). 


可 判定 的 有 限 可 公理 化 的 
如 果 完 备 | 
能 行 可 枚 举 的 < 一 可 公理 化 的 


例如 ， 以 公理 形式 给 出 的 理论 (比如 策 梅 洛 - 弗兰克 尔 集合 论 ， 即 对 某 个 特定 集合 4zr 
而 言 的 CnAzp) 是 有 限 可 枚 举 的 . 3.7 节 会 证 明 集合 论 是 不 可 判定 的 也 是 不 完备 的 . 数论 , 即 
结构 (N; 0, 5, <,+, , 媚 ) 的 理论 是 完备 的 但 不 是 能 行 可 枚 举 的 ， 因 此 也 不 是 可 公理 化 的 (3.5 
节 ). 

只 要 我 们 能 够 证 明 所 涉及 的 理论 是 完备 的 , 就 可 使 用 上 述 推论 的 (b) 来 建立 公理 化 理论 
的 可 判定 性 . 有 时 ,可 以 使 用 洛斯 - 瓦特 测试 来 检查 完备 性 . 

称 理论 工 是 No 范畴 的 当 且 仅 当 了 的 可 数 无 限 模型 都 是 同 构 的 . 更 一 般 地 说 , 对 于 基数 
x, 称 工 是 范畴 的 当 上 且 仅 当 T 的 所 有 基数 为 的 模型 都 是 同 构 的 . 


洛斯 一 瓦特 测试 (1954) 设 7 是 可 数 语言 的 理论 , 假设 了 没有 有 限 模 型 ， 

(a) 如 果 工 是 No 范畴 的 , 那么 工 是 完备 的 . 

(b) 对 某 个 无 限 基数 <, 如 果 人 是 范畴 的 , 那么 了 是 完备 的 . 

证 明 可 以 证 明 对 于 了 的 任意 两 个 模型 名 和 多 ,有 型 = 好, 因为 风 和 好 ,是 无 限 的 ， 
那么 存在 基数 为 k 的 结构 % ==, 8' = 外 . 多 同 构 于 ,因此 我 们 有 


A= A B=. 
即 久 = %. J 


(如 果 工 是 基数 为 和 的 语言 中 的 理论 , 那么 我 们 必须 要 求 入 < «. ) 157 
洛斯 - 瓦特 测试 反 过 来 是 不 成 立 的 . 即 对 于 任意 的 «, 存在 非 « 范畴 的 完备 理论 . 
在 3.1 节 , 我 们 应 用 洛斯 - 瓦特 测试 来 证 明 带 有 0 及 后 继 数 的 自然 数理 论 的 可 判定 性 . 

它 也 可 用 于 证 明 复 数 域 的 可 判定 性 . 但 是 这 个 证 明 完 全 是 代数 的 . 


定理 26J] (a) 特征 为 0 的 代数 闭 域 的 理论 是 完备 的 . 
*(b) 复数 域 
C= (C;0,1,+,:) 
的 理论 是 可 判定 的 . 
证 明 设 4 是 特征 为 0 的 代数 闭 域 的 类 , 那么 .A 二 Mod(®o UT), 其 中 Bo 包含 特征 为 
0 的 域 的 公理 , 且 工 包含 句子 : 
vavbvc(a #0— 3ra:7T.:T+b:7+c= 0), 
VaVvbvcvd(a 和 0 一 3ra:7z:7:Z+b zz:Z+c:Zz+aqd=0)， 
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集合 (po UT) 是 可 判定 的 且 ThA = Cn(Bo UT), 因此 这 个 理论 是 可 公理 化 的 . (a) 说 明理 论 
是 完备 的 , 因此 也 是 可 判定 的 . 

(b) 可 从 (a) 得 到 . 我 们 有 上 Ke .4, 因此 ThA C The, ThA 的 完备 性 意味 着 等 号 成 立 ， 
见习 题 2. 

为 证 明 (a), 应 用 洛斯 - 瓦特 测试 , Th.4 的 模型 恰好 是 .4 的 元 素 , 这 些 都 是 无 限 的 . 进 
一 步 断定 Th.4 在 不 可 数 基数 下 是 范畴 的 . 这 等 价 于 说 任何 两 个 具有 相同 的 不 可 数 基 数 的 特 
征 为 0 的 代数 闭 域 是 同 构 的 . 

最 后 的 断定 是 代数 上 著名 的 结果 ， 这 里 略 去 其 证 明 . 任何 一 个 域 多 可 通过 如 下 方式 获 
得 : (1) 由 素 的 子 域 开 始 , 其 能 够 由 特征 信 在 同 构 范围 内 确定 ; (2) 可 以 做 一 个 超越 扩充 ,这 
可 以 通过 超越 基 的 基数 在 同 构 范 围 内 确定 ， 即 由 $ 的 超越 度 确定 (在 其 素 子 域 之 上 ); (3) 最 
后 , 做 代数 扩充 . 这 样 就 有 一 个 Steinitz 定理 : 两 个 代数 闭 域 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 有 相同 
的 特征 和 相同 的 超越 度 . 

如 果 一 个 无 限 域 8 的 超越 度 为 <, 那么 的 基数 是 « 与 Ro 中 较 大 的 一 个 . 因此 , 对 不 
可 数 域 , 基数 等 于 超越 度 . 因此 , 从 Steintz 定理 我 们 得 到 , 两 个 具有 相同 特征 和 相同 不 可 数 
基数 的 代数 闭 域 是 同 构 的 . 类 

实数 域 (Ri0,1,+，) 的 理论 也 是 可 判定 的 . 但 是 这 一 结果 (归功 于 塔 斯 基 ) 比 上 述 定理 
还 要 深 一 些 . 在 任何 无 限 基数 下 , 实数 域 的 理论 都 不 是 范畴 的 ,因此 不 能 应 用 洛斯 - 瓦特 测 
试 . 

作为 最 后 的 一 个 应 用 , 可 以 证 明 有 理 数 序 初 等 等 价 于 实数 序 , 即 


(Qi <Q) = (R; <a), 


其 中 四 与 及 分 别 是 有 理 数 和 实数 , 而 <e 和 <R 则 是 相应 的 序 . 为 证 明 它们 的 初等 等 价 性 ， 
需要 验证 它们 都 是 完备 理论 的 模型 (其 必定 与 每 个 结构 的 理论 相 一 致 ). 康 托 尔 定理 提供 了 其 
中 的 关键 要 素 : 任何 两 个 可 数 的 无 端点 的 稠密 线性 序 都 是 等 价 的 ， 
为 给 出 证 明 的 详细 过 程 ， 这 里 我 们 从 语言 的 讨论 开始 . 语言 要 包括 等 号 及 参数 Y 和 <， 
设 5 是 下 述 句子 的 合 取 : 
(1) 序 公 理 (三 分 律 及 传递 性 ): 
Yryy(T <YyVT=YVY < 7), 
Vrvy(zT <y — YK7), 
VyVz(T < YY < oT<2), 
(2) 稠密 性 : 
Vivy(z <y oo 3z2(7 < zz <)). 
(3) 无 端点 : 


Yr3y3z(y <7 < 2). 


根据 定义 稠密 的 无 端点 的 线性 序 是 该 语言 的 结构 ， 即 6 的 模型 ,很 明显 这 都 是 无 限 的 . 
更 进一步 , 我 们 说 这 些 序 的 理论 , Cn6, 是 No 范畴 的 . 这 由 如 下 定理 而 来 . 
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定理 26K ( 康 托 尔 定理 ) 任何 6 的 可 数 模型 都 同 构 于 (Q; <o). 
其 证 明 留 作 习题 (习题 4). 


可 以 应 用 洛斯 - 瓦特 测试 验证 Cn6 是 完备 的 , 因此 5 的 任意 两 个 模型 都 是 初等 等 价 的 ， 


特别 地 ， 
(Qi <o) = (R; <R). 
我 们 也 可 以 证 明 这 些 结构 都 有 可 判定 的 理论 . 
2.6.4 ”前 束 范式 
有 时 将 公式 中 的 量词 符号 全 部 移 到 其 他 符号 的 左边 更 方便 些 . 例如 ， 


Vz(4z 一 VYyB7Y) 


等 价 于 

VYZVV(4z 一 Bry). 
且 

Yz(4z 一 3yBry) 
等 价 于 


Vz3y(4z 一 Bry). 
前 来 定义 为 下 述 形式 , 对 某 个 n> 0， 


CGI171… nTna, 
其 中 Qi 是 VY 或 者 3, a 是 无 量词 的 表达 式 ， 


前 束 范 式 定 理 ”对 任意 公式 ,都 可 以 找到 一 个 逻辑 等 价 的 前 束 范式 . 
证 明 可 以 使 用 下 述 的 量词 操作 规则 ， 
Qla. - Vra Fj 37— a. 
Qlb. -araFavna 
Q2a。 (a 一 VzB) 上 十 Vz(a 一 B) 对 a 中 的 非 自由 变量 zx 
Q2b. (a 一 3z6) FF 导 3z(la 一 69) 对 a 中 的 非 自 由 变量 z. 
Q3a. (Yza 一 B) 上 亏 3z(a 一 DJ) 对 8 中 的 非 自由 变量 z. 
Q3b. (3za 一 B) 上 二 vz(a 一 B) 对 8 中 的 非 自由 变量 z. 
Q1 是 显然 的 , 其 他 的 参见 2.4 节 及 其 习题 8. 
可 以 使 用 归纳 法 证 明 每 个 公式 都 有 等 价 的 前 束 公式 ， 
(1) 对 原子 公式 显然 没 问 题 , 无 量词 的 公式 显然 也 是 前 束 公式 . 
(2) 如 果 a 等 价 于 前 束 公 式 a’, 那么 Vvza 等 价 于 Vza/. 


(3) 如 果 a 等 价 于 前 束 公 式 % , 那么 “a 等 价 于 -a'. 对 ”oa' 应 用 Q1 可 得 前 束 公式 ; 


例如 ， 
-— Vr3y3zB Ed 3rvyvz— bP. 
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(4) 最 后 考虑 a 一 8 的 情形 . 由 归纳 假设 , 对 a 与 6 有 等 价 的 公式 w 与 8. 由 字母 变 
换 式 的 定理 , 可 进一步 假设 在 w 与 8' 中 约束 出 现 的 任何 变量 都 不 在 另外 一 个 中 出 现 . 使 用 
Q2 及 Q3 可 以 得 到 等 价 于 ao 一 8 的 前 束 公式 (自然 也 等 价 于 a 一 6). 注意 到 存在 某 个 范 
围 可 使 用 规则 Q2 及 Q3. 例如 ， 

VzZ3ywP 一 了 


(其 中 z 和 y 都 不 在 多 中 自由 出 现 , v 不 在 vp 中 自由 出 现 ) 等 价 于 下 面 的 任意 一 个 : 


3zVy3u(we 一 »), 
3z3uvy(p 一 ), 


3u3zVy(P 一 Y). ”看 
2.6.5 ” 注 记 

本 书 一 开始 就 声明 符号 逻辑 是 演绎 推理 的 数学 模型 , 由 于 我 们 学 习 的 知识 已 经 足够 多 ， 
该 是 考虑 一 下 这 个 声明 的 时 候 了 . 

作为 第 一 个 例子 ， 考虑 研究 集合 论 的 数学 家 ,使 用 带 有 等 号 、 属 于 符号 e 及 其 他 符号 
(g、U 等 ) 的 语言 . 原则 上 ， 这些 后 定义 的 符号 可 以 消去 , 任意 句子 可 以 由 等 价 的 不 出 现 这 
些 后 定义 符号 的 公式 代替 ( 见 2.7 节 ). 他 将 集合 及 属于 作为 基本 (或 者 未 定义 的 ) 概念 , 采用 
某 个 包含 这 些 概 念 的 公理 集合 4sr, 断定 对 于 某 些 特定 句子 (定理 ), 无 论 这 些 未 定义 的 概念 
实际 上 的 含义 是 什么 ， 只 要 公理 是 真 的 ,这些 句 子 就 是 真 的 . 为 了 支持 这 些 断 定 , 他 给 出 证 
明 , 这 些 证 明 都 是 有 限 长 度 的 论证 , 以 向 其 同事 证 实 这 些 断 定 的 正确 性 . 

用 一 阶 逻 辑 的 术语 , 我 们 可 以 将 上 述 过 程 描 述 如 下 : 语言 即 带 有 等 号 和 二 元 谓词 符号 e， 
这 样 Y 与 € 仅 是 参数 而 已 . 这 个 语言 中 存在 某 个 句子 集合 4sr 列 出 ( 非 逻辑 ) 的 公理 集 . 那 
么 , 其 他 句子 是 4sr 的 逻辑 推论 , 即 在 4sr 的 任意 模型 中 都 是 真 的 . 如 果 7 是 4sr 的 推论 
( 仅 当 这 种 情况 ),， 存在 从 4sr 到 r 的 演绎 . 

接 下 来 ,考虑 更 典型 的 数学 家 ,， 即 代数 学 家 或 者 分 析 家 的 情况 . 代数 学 家 使 用 群 论 的 公 
理 , 但 是 他 也 研究 某 些 集合 论 的 内 容 . 类 似 地 , 分 析 家 处 理 数 论 与 集合 论 的 相关 的 句子 . 在 
这 两 种 情况 下 , 原则 上 , 都 可 以 将 代数 和 分 析 中 的 断言 转换 为 集合 论 中 的 断言 . 那么 上 一 段 
的 评论 在 这 里 也 可 使 用 . 

对 数学 家 而 言 , 符号 逻辑 的 意义 主要 在 于 其 能 够 精确 反映 数学 推理 . 符号 逻辑 与 非 符号 
逻辑 构成 了 哲学 研究 的 一 个 传统 领域 , 即 研究 人 们 获得 特定 观点 的 过 程 . 一 阶 逻辑 应 用 的 非 
数学 的 例子 存在 于 很 多 无 关 紧 要 的 情形 中 ,Lewis Carrol 给 出 了 一 些 例子 , 其 中 一 个 是 这 样 
的 : 可 以 从 如 下 3 个 条 件 下 得 到 婴儿 不 能 够 对 付 鳄鱼 . 这 3 个 假设 条 件 是 : (1) 婴儿 是 不 合 
逻辑 的 ; (2) 能 够 对 付 钱 鱼 的 人 是 不 可 轻视 的 ; (3) 不 合 逻 辑 的 人 是 可 以 轻视 的 . 

可 是 , 并 非 无 关 紧 要 的 情况 如 何 呢 ? 由 于 我 们 通常 无 法 显 式 地 描述 推理 的 假设 条 件 , 这 
种 情况 下 的 应 用 是 难以 说 清 的 . 当然 , 在 某 些 特定 的 领域 (诸如 物理 学 、 医 学 及 法 学 等 各 种 
领域 ) 中 , 假设 条 件 不 仅 可 以 显 式 地 表达 , 而 且 正 在 显 式 地 表达 . 在 某 些 情 况 下 ， 现 实生 活 
的 形式 化 推理 并 不 需要 一 阶 逻 辑 的 全 部 功能 ， 而 在 另外 一 些 情况 下 一 一 从 日 常生 活 到 量子 
力学 一 一 也 许 会 需要 的 更 多 . 


2.7 理论 之 间 的 解释 119 


习题 

1. 证 明 下 述 句子 是 有 限 恒 真 的 ( 即 在 每 个 有 限 结构 中 是 真 的 ): 

(a) 3z3y3z[(Pzrjfrz 一 Prr)V (Pry A Pyz 入 一 Przz)] 

(a) 3zvygazl(@zz -9zg) — (Qay — 9za 

提示 : 这 些 句子 的 道 的 任意 模型 都 是 无 限 的 . 

设 和 二 是 (同一 语言 的 ) 理论 , 使 得 (i) Ti CT2, (ii) Ti 是 完备 的 ; ( 记 )72 是 可 满足 的 . 证 明 : T=T5，。 [62 

. 判定 以 下 事实 : 

(a) ZI1 C Za2 全 Mod 72 C Mod 1. 

Ki C Kk2 = Th K2 C Th Ki. 

(b) CThMod5 有 HKC Mod Thk 

(c) Mod = Mod Th Mod 了 且 Th k= Th Mod Th K. (c 可 以 从 (a) 和 (b) 得 到 . ) 

4. 证 明 : 任意 两 个 无 端点 的 可 数 稠密 线性 序 是 同 构 的 (定理 26K). 提示 : 设 多 与 翁 是 两 个 结构 ,|| = 
{a0,Q1,…}, | 史 |= {bo,b1,…}, 逐步 构造 一 个 同 构 ; 在 第 2n 步 保 证 av 与 某 个 合适 的 b; 匹配 , 在 
第 2n + 步 , 保证 bn 与 某 个 合适 的 ai 匹配 . 

. 给 出 与 如 下 公式 等 价 的 前 束 公 式 : 

(a) (3z4zA 3zBrz) 一 Crz. 

(b) vz4z 过 37Brz. 

*6. 证 明 推论 26I 的 (a) 的 道 : (在 合适 的 语言 中 ) 能 行 可 枚 举 的 理论 是 可 公理 化 的 . 提示 : 集合 {co, cl， 

02,… }( 在 具有 相 辣 模型 的 意义 下 ) 等 价 于 集合 {00,00 信 01,00 人 ol 人 02,…}. 

7. 考虑 带 有 二 元 谓词 符号 < 的 语言 , 设 N= (N; <) 是 包含 (通常 序 的 ) 自然 数 的 结构 . 证 明 : 存在 某 个 
初等 等 价 于 外 的 总 使 得 <” 具 有 降序 链 . ( 即 在 履 | 中 存在 ao,a1,.… , 使 得 对 所 有 i 有 《ait1, ai) 
E<”.) 提示 ; 应 用 紧 致 性 定理 . 

说 明 : 该 习题 的 目的 在 于 说 明 在 这 个 语言 中 无 法 表达 “不 存在 降序 链 . ” 

8. 设 o 在 理论 工 的 所 有 无 限 模型 中 都 是 真 的 , 证 明 存在 有 限 数字 使 得 o 在 了 的 所 有 模型 所 中 都 是 真 

的 , 这 里 |%| 具有 个 或 者 更 多 个 元 素 . 

称 句子 集 马 具有 有 限 模型 性 质 当日 仅 当 对 于 习 的 每 个 元 素 o, 如 果 有 任意 模型 就 有 有 限 模型 . 设 允 

是 有 限 语 言 ( 即 具 有 有 限 多 个 参数 的 语言 ) 中 的 句子 集 , 且 忆 具有 有 限 模 型 性 质 . 对 给 定 的 判定 过 

程 及 习 的 任意 元 素 o, 能 否 判定 o 是 否 具有 任意 模型 . 提示 这 样 的 句子 集 是 否 是 有 限 可 枚 举 ? 其 

补 是 否 是 有 限 可 枚 举 ? 

10. 设 有 一 个 不 带 函 数 符号 的 有 限 语言 ， 

(a) 证 明 : 可 满足 的 3 句子 集 是 可 判定 的 (术语 及 相关 背景 见 2.2 节 的 习题 19). 提示 : 应 用 上 一 习题 . 163 
(b) 证 明 : 恒 真 的 v 句子 集 是 可 判定 的 . (v2 公式 是 指 具 有 形式 Yz1 .…Yzm3y … 3yn6 的 公式 , 其 
中 9 是 无 量词 的 公式 . ) 
说 明 : 在 一 阶 逻 辑 中 “判定 问题 >*(Entscheidungs 问题 ) 就 是 在 给 定 一 个 公式 后 判定 其 是 否 恒 真 . 由 
丘 奇 定理 ( 3.5 节 ), 这 一 问题 通常 是 无 解 的 . 这 个 习题 给 出 的 是 判定 问题 中 的 一 个 可 解 的 情形 . 


ci5 


Cn 


名 
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在 某 些 情况 下 , 理论 Ti 完全 可 以 表达 和 另 一 个 理论 To 相同 的 内 容 . 一 个 典型 的 例子 就 
是 这 两 个 理论 都 在 相同 的 语言 中 , 并 且 To E 五 . 但 如 果 两 个 理论 分 别 在 不 同 的 语言 中 , 应 


1. 本 节 内 容 仅 在 3.7 节 中 使 用 . 
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该 存在 一 种 方法 , 将 一 种 语言 中 To 的 元 素 翻译 成 男 一 种 语言 中 的 元 素 . 我 们 将 在 本 节 中 
讨论 这 个 问题 . 

首先 , 我 们 讨论 符号 的 问题 , 这 个 问题 可 以 作为 上 一 段 讨论 的 问题 的 例子 , 其 中 , To 是 
通过 对 TT 添加 新 符号 而 得 到 的 . 如 果 我 们 已 经 适当 地 给 出 定义 , 那么 最 初 的 理论 原则 上 应 
该 和 新 的 理论 一 样 “ 强 ”. 我 们 只 考虑 函数 符号 的 情况 ,因为 谓词 符号 的 情况 和 函数 符号 没 
有 本 质 的 区 别 . 


2.7.1 ”定义 函数 


在 数学 中 , 一 个 新 函数 的 定义 通常 是 非常 有 用 的 . 例如 , 在 集合 论 中 宕 集运 算 符 刀 用 下 
面 的 句子 来 定义 “ 设 Pz 表示 一 个 集合 , 它 的 元 素 都 是 x 的 子 集 .” 或 者 用 形式 化 的 语言 表 
示 为 (语言 中 包含 e, C 和 P)， 


Yvivvz[Pv1 = v2 © Vu(v € v2 vu C1). 


我 们 这 里 所 谈论 的 定义 和 定理 、 公 理 不 同 . 和 定理 不 同 的 是 ,定义 不 需要 证 明 ， 只 要 陈 
述 出 来 就 行 了 . 和 公理 不 同 的 是 , 我 们 不 能 希望 定义 能 够 给 出 一 些 实质 的 信息 , 它 只 能 为 我 
们 提供 一 些 使 用 上 的 方便 , 而 不 是 新 的 知识 . | 

如 果 这 个 希望 能 够 实现 , 那么 定义 必须 通过 一 个 合理 的 方式 给 出 . 数论 中 有 一 个 最 不 合 
理 的 例子 , 假设 我 们 通过 “定义 ”引进 一 个 新 的 函数 


f(x)=y 1 提 xz<y. 


(或 者 用 形式 化 语言 中 的 句子 表示 为 VviVv2(fv1 = v2 司 wu < v2)，) 由 于 1 < 2, 我 们 
有 f(1) = 2. 但 又 由 于 1 < 3, 所 以 有 f(1) = 3. 因此 我 们 就 能 得 出 结论 (结论 本 身 不 包含 
f): 2=3. 

显然 , f 的 这 个 定义 从 菜 种 意义 上 说 是 很 差 的 , 它 不 仅 没有 给 我 们 提供 方便 , 还 使 我 们 得 
出 2 = 3 的 结果 , 而 这 个 结果 在 没有 这 个 定义 的 情况 下 是 无 法 得 出 的 . 这 个 定义 还 把 “f(1)” 
和 其 他 的 数 (2, 3 等 ) 混淆 起 来 了 , 这 样 ，f(1) 就 没有 “明确 定义 ”. 一 个 名 称 必须 指派 给 唯 
一 一 个 对 象 . 

在 这 一 小 节 中 ,我 们 要 讨论 在 什么 样 的 情况 下 定义 是 令 人 “满意 ”的 . 为 了 简单 起 见 ， 
我 们 考虑 只 定义 一 元 函数 符号 f. 当然 对 于 多 元 函数 符号 来 说 也 是 对 的 . 

现在 我 们 考虑 不 包含 一 元 函数 符号 的 f 一 个 语言 上 的 理论 了 . (例如 , T 可 以 是 集合 论 
中 公理 的 推论 集合 . ) 我 们 通过 下 面 的 f 定义 , 把 它 加 到 语言 中 : 


VYvivv2[f v1 三 V2 pl] (6) 
其 中 2 是 原始 语言 中 的 公式 ( 即 不 包含 f 的 公式 ), p 中 只 有 w 和 v2 是 自由 出 现 的 . 


定理 27A 在 上 述 情况 下 , 下 面 的 结果 是 等 价 的 : 

(a) (f 的 定义 没有 创新 . ) 对 于 较 小 语言 中 的 任意 一 个 句子 os， 如 果 (在 讨论 的 语言 
中 ), T;6F 上 Fo, 那么 就 有 TF o. 

(b) (f 是 明确 定义 的 . ) 句子 


Vv13lvap (e) 
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在 理论 工 中 . (这 里 “3lwap” 是 一 个 长 公式 的 缩写 , 具体 见 2.2 节 的 习题 21. ) 

证 明 要 证 明 (a) 坊 (b), 只 要 注意 到 6 F 就 可 以 了 . 因此 在 (a) 中 取 o = e, 我 们 就 能 
得 到 全 F <， 

反 过 来 , 假设 TF e. 令 义 是 工 的 模型 (& 是 原始 语言 中 的 结构 ). 对 于 de |%|, 令 F(d) 
是 唯一 的 ee | 则 | 满足 Fa yp[d,e]. (这 样 唯一 的 e 是 存在 的 , 因为 Fa e. ) 令 (下) 是 我 们 要 
讨论 的 语言 中 的 结构 , 并 且 在 原始 参数 上 ,FF 被 指派 给 符号 f. 易 见 , (4, 下 ) 是 6 的 模型 ， 
而 且 和 (&, 耳 ) 满足 原始 语言 中 相同 的 句子 . 特别 地 ，(&%, F) 是 工 的 模型 . 因此 ， 


T;6F oF F) 0 
一 上 Fa o. 国 
(我 们 可 以 用 二 阶 逻 辑 使 上 面 的 讨论 过 程 更 简洁 些 , s 逻辑 等 价 于 句子 3f6. ) 
2.7.2 ”解释 
本 小 节 的 基本 思想 是 ， 一 个 理论 有 可 能 和 另 一 个 语言 中 的 理论 一 样 “ 强 ”( 严 格 意义 上 
说 ). 当 我 们 同时 考虑 两 个 语言 时 , 它们 两 者 应 该 不 会 冲突 ,比如 一 个 语言 中 的 否定 符号 不 能 
是 另 一 个 语言 中 的 谓词 符号 .我们 可 以 假设 每 个 语言 都 是 从 另 一 个 父辈 语言 中 去 掉 一 些 参 
数 后 得 到 的 (有 可 能 去 掉 等 号 ), 那么 , 这 种 冲突 就 是 可 以 避免 的 . 
例如 , 公理 集合 论 至 少 与 含有 零 和 后 继 数 的 自然 数理 论 ( 即 (N; 0, 5) 的 理论 ) 一 样 强 . (Ni 
0, 5) 语言 中 的 任意 一 个 句子 都 可 以 用 自然 的 方式 翻译 成 集合 论 中 的 句子 . (这 种 翻译 方法 在 
3.7 节 中 有 简略 的 介绍 . ) 如 果 原 始 句 子 在 (Ni 0, 5) 中 取 值 为 真 , 那么 翻译 后 的 句子 将 是 集合 
论 公理 的 推论 . (这 并 不 显然 , 证 明 的 过 程 中 要 使 用 3.1 节 中 的 结论 . ) 
下 面 我 们 仔细 地 研究 一 下 第 2 个 例子 . 一 方面 ,考虑 理论 
(N; 0, 9) 
另 一 方面 考虑 理论 
(Z; 中 -) 
(此 处 ZZ 表示 所 有 整数 ,包括 正 数 、 负 数 和 零 ，) 我 们 断言 第 二 个 理论 和 第 一 个 理论 一 样 强 . 
那么 , 含有 0 和 3 的 自然 数 语言 N 中 的 一 个 句子 如 何 翻译 成 含有 加 法 和 乘法 的 整数 乙 中 的 
句子 呢 ? 
数论 中 的 拉 格 朗 日 定理 为 我 们 提供 了 第 一 个 线索 : 一 个 整数 是 非 负 的 当 且 仅 当 它 是 4 个 
平方 数 的 和 . 那么 第 一 个 语言 中 的 量词 Yz( 其 中 z 在 N 中 ) 可 以 用 第 二 个 语言 中 的 下 列 公式 
来 代替 : 


VYz(3y13gya23gys3y4z = y+ yp Yt ya3.Y3 + ya Ya Co) 
第 二 个 线索 是 {0} 和 后 继 函 数 (看 作 关 系 ) 在 (Z; +,) 中 是 可 定义 的 . 集合 {0} 可 定义 为 
21 十 21 二 V1. 


(Z 中 的 ) 后 继 关系 可 以 定义 为 


Vz(z.z 一 4AZz 十 2 天 2 一 Wi 十 2 一 122)， 
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那么 (N; 0, 3) 中 的 句子 
vzSzr 夭 0 
可 以 译作 
Yz[3gi3gya3ys3yaz = y+ y+ YY + Ya Ya 
~ uutu=u Vz(2:2=2Az+2#F2 T+2=0) = 1 =). 


例子 就 到 此 为 止 . 为 了 一 般 性 的 讨论 , 我 们 引入 下 面 的 记号 


p(t)= pe0", 
plti,t2) = (pe )e2, 

等 等 . 这 样 p = p(wv1) = p(w1,v2). 在 我 们 用 “yp(z)” 的 时 候 , 我 们 不 用 太 担心 x 能 不 能 代入 
到 po 中 的 vi. 因为 如 果 不 能 , 我 们 可 以 让 p(x) 为 Ww!', 其 中 多 是 p 的 某 一 个 字母 变换 式 . 

现在 假设 我 们 有 下 面 的 一 般 情况 : 

Lo 是 语言 . (语言 是 一 些 有 实际 用 处 的 参数 集合 , 通常 可 以 用 等 号 来 讨论 . ) 

元 是 (可 能 不 同 ) 语言 L1 中 的 理论 , 其 中 包含 等 号 . 

定义 Lo 在 所 中 的 解释 zt 是 Lo 的 参数 集 上 的 一 个 函数 , 满足 

(1) 把 Li 中 的 一 个 公式 nv 指派 给 VY, nv 中 至 多 只 有 v1 是 自由 出 现 的 , 使 得 

(i) T1 EE Jv1ny. 

(其 中 的 思想 是 , 在 区 的 任意 模型 中 ,公式 rw 定义 了 一 个 非 空 集合 作为 Lo 结构 的 论 
域 . ) 

(2) r 为 每 个 n 元 谓词 参量 P 指派 了 工 ! 中 的 一 个 公式 xp, 公式 中 至 多 只 有 v1,… ,vn 
是 自由 出 现 的 . 

(3) zt 为 每 个 n 元 函数 符号 f 指派 了 Li 中 的 一 个 公式 fr， 公式 中 至 多 只 有 1,…， 
wnvn+l 是 自由 出 现 的 , 使 得 


(这 TIE Vol Von(mv(U) 一 … 一 Tv(vn) 一 
3z(rv(z) AYun+i(rr(ot Vnt1) © Un+l = 7))). 
(用 汉语 表述 这 个 公式 为 “对 于 nv 定义 的 集合 中 的 所 有 5, 存在 一 个 唯一 的 x 使 得 zy(5, 2) 
以 及 z 都 在 nv 定义 的 集合 中 . ”这 个 句子 保证 了 在 五 的 任何 模型 中 , zj 在 rw 定义 的 论 域 
上 是 一 个 函数 , 对 于 常量 符号 c, 有 n=0 且 (i 变 为 
TE 3z(rv(z) AVuli(re(u) © v1 = 7)). 
换 句 话说 , zc 定义 了 一 个 单 点 , 它 也 在 nv 定义 的 集合 中 . ) 
例如 , 如 果 Lo 是 (N;0, 5) 的 语言 , 五 是 (Z; +,) 的 理论 , 那么 我 们 有 
ny(7) = yy2dyadyat = + ye y+ ya y+ ya Ya, 
To(Z) 一 2 十 一 2 


ms(zZ;,2 人 一 Vz(z.z 一 2Az 十 2 天 2z 一 2 十 2 一切. 
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(这 里 我 们 使 用 了 一 个 事实 : 在 (Z; +,) 中 可 以 有 效 地 定义 结构 (N;0, 5). ) 

如 果 Lo 和 Li 相等 , 那么 就 是 平凡 的 恒 等 解 释 ， 其 中 

Ty 三 V1 三 1， 

TP = PV! Vn, 

Tf 一 Jo Un 一 Un+tl1: 
无 论 元 是 什么 理论 , 条 件 (i) 和 (i 都 能 满足 . 

现在 假设 x 是 一 个 解释 , 汉 是 的 模型 . 对 于 Lo 有 一 种 自然 的 方法 从 吕 中 “提取 ” 
结构 "%B. 即 , 今 

FB| = mw 在 8 中 定义 的 集合 ， 

Pr = np 在 中 定义 的 关系 , 即 rP 在 |r2| 上 的 限制 ， 

f(a1,… ,an) = 唯一 的 5 满足 Fs zy[al,… ,an, 名 ,其 中 a1,… ,an 在 | 台 | 中. 
根据 解释 定义 中 的 条 件 (i), |"%B8| 冯 儿 . 并 且 根 据 条 件 (ii)，f" 的 定义 要 有 意义 , 即 , 存在 唯 
一 一 个 b 满足 上 面 的 条 件 . 因此 , "%8 就 是 语言 Lo 的 结构 . 

我 们 用 下 面 的 式 子 来 定义 Lo 句子 的 集合 x ]， 

71D]=Th{"B|B €e ModT 
= {colo 是 在 每 个 "%B 中 取 值 均 为 真 的 Lo 句子 ， 
“58 可 以 从 五 的 模型 B 中 得 到 }. 
这 是 一 个 理论 , 就 像 任意 类 大 的 理论 Th K 一 样 . 它 是 一 个 可 满足 的 理论 当 且 仅 当 TT 是 可 
满足 的 . 
例 在 本 节 的 较 前 部 分 , 我 们 有 一 个 理论 了 包含 句子 
Vv1 jlv2 9p. (e) 

所 讨论 的 语言 是 包含 函数 符号 f 的 较 大 语言 L+. f 的 “定义 ”由 下 面 的 L+ 句子 给 出 : 

Volvua(jul = v2 Op). (6) 
我 们 证 明了 对 于 原始 语言 了 中 的 句子 o, 如 果 T;6Fo, 那么 TFo. 

我 们 已 经 有 了 一 个 从 Lt+ 到 了 的 解释 x. 除了 f, r 在 其 他 参量 上 的 解释 都 是 恒 等 的 ， 
公式 xy 就 是 p. 要 证 明 r 是 一 个 解释 只 需要 一 个 事实 TF e. 对 于 TT 的 任意 模型 %, "4 就 
是 以 前 被 记 为 (%, 卫 ) 的 结构 , 它 是 T;6 的 模型 . 

我 们 断言 

x 17] = Cn(T; 9). 
首先 我 们 可 以 看 出 7;6 的 任意 模型 % 等 于 "4, 其 中 义 是 串 在 TT 的 语言 上 的 限制 . 因此 ， 
对 于 一 个 L+ 甸子 0， 
oc EN 1T] 伟 Fxm o 对 于 了 的 每 个 模型 多 
今 f% o ”对 于 工 ; 6 的 每 个 模型 多 
今 了 ;6 FF 0， 
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2.7.3 ”语法 翻译 

在 前 面 关 于 解释 的 一 小 节 中 ， 我们 谈 到 任意 模型 等 . 但 读者 可 能 已 经 注意 到 ,Lo 到 多 
的 解释 中 还 有 一 些 关于 更 加 实际 的 问题 要 说 明 . 主要 有 : 对 于 Lo 中 给 定 的 公式 p, 我 们 能 
够 找到 Li 中 的 一 个 公式 p", 从 某 种 意义 上 说 , 这 个 公式 恰好 与 p 相对 应 . 我 们 可 以 对 9 递 
归 地 定义 or. 

首先 , 考虑 Lo 中 的 原子 公式 a. 例如 , 如果 a 是 

Pfgz, 
那么 a 逻辑 等 价 于 
vy(gr =y — Vz(fy = z— Pz)). 
并 且 我 们 可 以 认为 ax 是 Li 公式 
Vy(re(z,y) 一 Yz(Tf(z) 一 TP(2))). 

一 般 这 样 的 原子 公式 a 从 右边 做 起 . 对 于 某 个 n 元 9, 找到 最 右边 出 现 的 函数 符号 ,一般 是 
gz1.… zn 形式 的 段 . (例子 是 n = 1 的 情况 . ) 用 某 个 新 变 元 y 来 代替 它 ， 然 后 在 前 面 加 上 
Vy(mg(Z1,…… zn,y) 一 ， 然后 继续 找 第 二 处 函数 符号 . 最 后 , 把 谓词 符号 P( 如 果 是 一 个 参数 ) 
用 带 有 合适 变 元 的 rpP( 带 有 正确 的 变量 ) 代替 . 

通过 对 a 中 出 现 函 数 符号 的 次 数 进行 递归 定义 ,我 们 可 以 更 清楚 地 看 清 ar. 如 果 函 数 
符号 出 现 的 次 数 是 零 , 那么 a 是 Pr1…zn, a™ 是 rp(zl…'zn)， 否则 ， 找 到 最 右边 出 现 的 
函数 符号 9， 如 果 9 是 n 元 符号 ， 那么 它 是 以 gzi …zn 形式 开头 的 段 . 把 这 个 段 用 某 个 新 
变 元 y 来 代替 ,得 到 的 公式 称 为 a9*1…*". 那么 ar 就 是 


VY(re(z mg 一 (a 入 7) 站) 
例如 ， 
(Pfgz)" =Vy(nxg(7,Y) = (PfY)") 
=Vy(xg(2,Y) 一 Yz(rf(y 2) = (Pz)")) 
=Vy(mxg(72,Y) — Vz(xf(Y, 2) — tp(z))). 
非 原子 公式 的 解释 也 是 用 一 种 自然 的 方式 定义 的 . (- yp)" 是 (-y"), (p 一 p)"” 是 (yp7 一 


7)， 而 且 (Yze) 是 Vz(rv(z) 一 92"). (这 样 量词 就 与 mv“ 有 关 ”. ) 
下 面 的 引 理 详细 说 明了 所 谓 的 pg* 和 wp“ 表 达 的 内 容 相同 ”. 


引 理 27B 设 r 是 Zoo 到 五 的 解释 , 8 是 卫 的 模型 . 对 于 Lo 的 任意 公式 yp 和 由 变 元 
到 |*%8| 的 任意 映射 s， 
Fo pls] 提 Fs wor[s]. 
这 并 不 是 一 个 很 难 的 引 理 , 它 只 是 说 明了 wr 被 正确 地 定义 了 . 
证 明 我 们 对 yp 作 归 纳 , 但 只 有 p 是 原子 公式 a 的 情况 不 是 平凡 的 . 对 于 a, 我 们 对 a 
中 出 现 函 数 符号 的 次 数 进行 归纳 , 次 数 为 零 的 情况 是 显然 的 , 如 果 不 为 零 ， 


aoc 3 Vy(o (7, y) pb"), 
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其 中 By, = a. (假设 9 是 一 元 符号 , 这 个 符号 已 经 足够 坏 . ) 令 
b= 唯一 的 使 得 Fo xo[s(7x), 05] 
一 9 2(s(z)). 170 
则 
Fs or[ 引 今 F Pls(y|b)] 
今 Fo Bls(y|b)] ”由 演绎 假设 
今 Fzo Qls]. 于 
下 面 的 推论 说 明了 x-![4] 这 个 符号 选取 的 合理 性 . 
推论 27C ”对 于 Lo 句子 o， 
oEn ln) 证 core 人 
证 明 由 定义 我 们 有 
oc EAT] 舍 对 于 了 的 每 个 模型 邓 ,Fxm o 


今 对 于 了 的 每 个 模型 %,Fs o", 根 据 引 理 27B 
车 TIEF oO™. | 


定义 理论 了 到 卫 的 解释 Xz 是 TT 的 语言 到 荆 的 解释 xx, 满足 
ToC x [nl. 
换 句 话说 , 对 于 Lo 句子 o， 
oo EDOoT ET. 

7x-!1[] 是 到 荆 的 解释 为 x 的 理论 中 最 大 的 一 个 . 如 果 Tb =: 全], 那么 我 们 有 oc em 仿 
o™€ TI. 

在 这 种 情况 下 , 我 们 称 为 元 到 卫 的 起 实 解释 . 

回 到 较 早 的 一 个 例子 , 考虑 结构 (N; 0, 5) 和 (Z; +,…). 我 们 已 经 有 了 一 个 到 理论 Th(Z; 十 ) 
的 解释 x， 其 中 


my (7) = 3y13y23y33yar = yi Yi + Yo Yo + Y3: Y3+ Ya Ya, 
To(Z) 一 2 十 2 一) 
Ts(zZ;2) 一 Vz(z .2 一 2A 人 AZz 十 2 天 2 一 2 十 2 = Y). 
是 结构 (N;0, 5). 因此 


Fay;0,s) 0 SF Wz;4,)0 SFZ+,) 0 
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[171] 在 第 3 章 中 , 我 们 就 能 证 明 不 存在 从 Th(Z; +,) 到 Th(N;0,5) 的 解释 . 因此 前 一 个 理论 要 
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比 后 一 个 强 . 
最 后 , 我 们 回 到 本 节 开始 的 情况 . 假设 了 是 包含 句子 < 的 理论 , 其 中 


€= Vv dlvoy; 
6=VvVvwa (foi = v2 © 9); 
太一 向 了 的 语言 中 添加 新 的 函数 符号 f 后 得 到 的 语言 ; 
= 三 到 了 工 的 解释 ,除了 /外 , 它 在 其 他 所 有 的 参量 上 都 是 恒 等 解释 ，ry = %. 


实际 上 , z 是 Cn(T;6) 到 了 的 忠实 解释 , 这 是 因为 正如 前 面 所 提 到 的 ， 
x 1[T] = Cn(T; 6). 
我 们 可 以 得 出 一 个 附加 结论 : 这 个 定义 是 可 消去 的 . 


定理 27D 假设 条 件 如 上 所 述 , 那么 对 于 任意 的 L+ 句子 ", 我 人 能够 在 原始 语言 中 找 
到 句子 or",， 使 得 

(a) T;6F (co © oo”). 

(b) Ti6Fe 今 了 For. 

(c) 如 果 f 在 o 中 不 出 现 , 那么 F (c 一 om). 

证 明 (e) 可 以 直接 从 下 列 事实 得 出 : x 除了 之 外 的 所 有 参量 的 恒 等 解 释 . (b) 重申 了 
是 Cn (7T;6) 到 工 的 忠实 解释 这 一 结果 . 由 于 r 是 忠实 的 ,因此 要 证 明 (a) 只 要 证 明 


TEF(o oOo). 
这 可 以 从 (c) 得 到 ,因为 (c 一 or)r 就 是 (or 上 bo 下 ), 二 者 是 等 值 的 . 四 
习题 


1. 假设 Lo 和 Li 含有 相同 参量 的 语言 , 但 Lo 中 有 一 个 了 元 函数 符号 f 不 在 二 中 , 同时 L1 中 有 一 个 
(n 十 1) 元 谓词 符号 P 不 在 Lo 中 . 证 明 对 于 Lo 的 任意 一 个 理论 ,存在 一 个 从 了 到 Li 的 某 个 
理论 的 忠实 解释 . 

2. 设 Lo 是 含有 等 号 及 二 元 函数 符号 + 和 的 语言 , L1 也 一 样 , 只 不 过 用 三 元 谓词 符号 表示 加 法 和 乘 
法 . 令 Ri = (Ni+,)G = 0,1) 分 别 是 包含 自然 数 和 加 法 、 乘 法 的 语言 L; 的 结构 . 证 明 在 Mo 中 由 
Lo 公式 定义 的 任意 关系 都 能 在 RM1 中 由 Za 公式 定义 . 

3. 证 明 一 个 完全 理论 到 一 个 可 满足 理论 的 解释 是 忠实 的 . 


2.8 ” 非 标准 分 析 ， 


在 17 世纪 , 莱 布 尼 兹 和 牛顿 根据 非 零 的 无 穷 小 量 提出 了 微分 和 积分 的 思想 . 牛顿 在 他 
的 计算 中 使 用 了 一 个 无 穷 小 量 o， 它 可 以 和 任意 一 个 有 限 数 相 乘 所 得 结果 仍然 是 无 穷 小 , 但 
o 可 以 作为 分 母 , 因此 它 不 是 零 . 莱 布 尼 兹 的 dz 小 于 任意 一 个 指定 的 量 , 同时 也 是 非 零 的 . 


1. 忽略 本 节 并 不 影响 全 书 的 连续 性 , 


2.8 非 标 准 分 析 127 


这 种 思想 并 不 容易 理解 和 接受 . 无 穷 小 的 工作 在 整个 18 世纪 都 遭 到 包括 Bishop Berke- 
ley、D'Alembert 等 人 的 攻击 和 质疑 , 但 欧 拉 等 人 热心 地 进行 了 验证 . 正 是 欧 拉 大 胆 、 自 由 地 
把 无 穷 小 量 引入 到 数学 中 ， 才 创立 了 近代 微 积分 学 . 直到 19 世纪 ， 微 积分 才 发 展 成 现在 课 
本 中 的 形式 , 并 且 有 了 严格 定义 的 极限 , 这 样 争论 才 平 息 下 来 . 

1961 年 ， Abraham Robinson 提出 了 一 种 处 理 极 限 的 新 方法 ,使 得 无 穷 小 量 有 了 实质 的 
载体 . 这 种 方法 把 使 用 无 穷 小 量 的 直观 益处 和 现代 数学 中 的 严格 性 标准 结合 起 来 . 它 的 基本 
思想 就 是 利用 实数 理论 的 非 标准 模型 来 构造 无 穷 小 量 . 


2.8.1 “*% 的 构造 


在 本 节 中 , 我 们 要 使 用 一 个 很 大 的 一 阶 语言 , 语言 中 除了 包含 符号 +, 和 < 外 , 还 要 增 
加 寡 乘 函数 和 绝对 值 函数 . 我 们 所 讨论 的 对 象 是 实数 集 民 , 其 上 的 关系 和 函数 符号 仍 沿用 前 
面 的 定义 . 这 样 , 我 们 就 有 了 一 个 包含 等 号 的 语言 以 及 下 列 参量 ， 
(0) Y 表示 “对 于 所 有 的 实数 .” 
(1) 对 于 及 上 的 每 个 n 元 关系 RR 都 有 一 个 n 元 谓词 符号 Pe 与 之 对 应 . 
(2) 对 于 每 个 re 及 ,存在 一 个 常量 符号 cr. 
(3) 对 于 依 上 的 每 个 ”元 运算 下 都 有 一 个 n 元 函数 符号 fp 与 之 对 应 . 
对 于 这 个 语言 , 我 们 有 一 个 标准 结构 9, 满足 |R| = RR, PE = R, c=7, 有 = 下. 但 
我 们 现在 要 利用 紧 致 性 定理 来 构造 它 的 非 标 准 结构 . 令 工 是 下 面 的 集合 
Th RU {cr Pevilr € R}. 
(此 处 crP < 是 “7 小 于 ww” 公式 化 . ) 只 要 把 某 个 足够 大 的 实数 指派 给 w, 工 的 任意 有 限 
子 集 都 能 在 % 中 得 到 满足 . 因此 , 根据 紧 致 性 定理 ,存在 一 个 结构 久 及 元 素 ae | 岂 |, 使 得 
如 果 将 a 指派 给 vi, 那么 工 在 闵 中 可 满足 、 由 于 是 Th 的 一 个 模型 , 因此 有 义 三 RX. 
也 存在 从 9 到 多 内 的 但 不 是 到 上 的 同 构 h, h 由 下 式 定义 
h(7) = c&. 
为 了 验证 这 的 确 是 个 同 构 ， 我 们 要 用 到 义 = 从 这 一 事实 . h 是 一 对 一 的 ， 这 是 因为 对 于 
1 关 72, 句子 cr 天 cr 在 筑 中 成 立 , 进而 在 和 中 成 立 . h 保持 二 元 关系 R(= PP 中), 因为 对 
于 眉 中 任意 的 + 和 s， 
(7, s) € PR 舍 Fn 有 PRcrcs 
命 Fau PRerces 
今 (crce) EPR 
会 (hr),h(s))E PY. 
对 于 ”元 关系 也 有 类 似 的 讨论 . 下 面 我 们 要 证 明 h 保持 任意 函数 F(= FF) . 为 了 简便 ， 我 
们 假设 是 二 元 运算 . 考虑 R 中 任意 的 > 和 。， 令 上 = FF(r,s). 那么 ， 
h(fF (ns) 一 APF(n s)) 
=h(t) 


二 入 
一 Ct . 
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这 样 句子 ct = freres 在 9 中 成 立 , 进而 在 名 中 成 立 . 这 样 
c¥ = f¥(cY, cd) 
= fF(h(r), h(s)). 
因此 h 保持 fs. 对 于 常量 符号 , 根据 h 的 定义 ， 


h(cr )=h(7) 


= 


由 于 8 已 经 被 同 构 映 射 到 名 中 ， 所 以 我 们 能 够 找到 另 一 个 与 RQ 同 构 的 结构 * 名 ,使 得 
RH 是 *% 的 子 结构 . 这 个 想法 只 是 用 元 素 7 代替 区 中 的 元 素 cx (我 们 可 以 假设 NR = 9). 
细节 之 处 见 2.2 节 的 习题 24. 由 于 * 同 构 于 多 , 所 以 存在 一 个 元 素 be |*%R|, 使 得 当 把 5b 指 
派 给 vi 时 , *%9 满足 工 . 特别 地 , *% = 名. 

我 们 进一步 简化 繁琐 的 记号 ,用 星 号 表示 9 到 "名 的 嵌入 . 

(1) 对 于 及 上 的 n 元 关系 R， 用 *R 表示 在 *%X 中 指派 给 符号 Pr 的 关系 Ph， 特别 
地 , 肥 是 及 上 的 一 元 关系 . 它 的 像 "及 等 于 *9 的 论 域 , 这 是 因为 句子 YzPRz 在 从中 取 值 为 
真 , 进而 在 *H 中 的 取 值 为 真 . 由 于 9 是 * 的 子 结构 ， 因 此 我 们 有 ,每 个 关系 书 等 于 "名 
在 有 上 的 限制 ， 

(2) 对 于 及 上 的 每 个 m” 元 运算 玉 , 用 * 互 表示 在 *g 中 指派 给 符号 fp 的 运算 Jr 就 
是 已 在 到 上 的 限制 ， 

由 于 ce;% = >， 所 以 对 此 我 们 不 需要 特殊 的 记号 ， 

我 们 用 一 种 一 般 的 方法 来 证 明 一 个 关系 “* 忆 或 运算 “已 具有 的 性 质 ,， 这 种 方法 在 本 节 的 
剩余 部 分 经 常用 到 . 不 难 发 现 (1) 尽 或 已 具有 某 种 性 质 ，(2) 这 种 性 质 可 以 用 语言 中 的 一 个 
句子 来 表述 , 并 且 (3) 儿 三“ 纹 . 

例如 , 二 元 关系 *< 在 * 及 中 是 传递 的 . 这 是 因为 < 是 传递 的 , 并 且 这 个 性 质 可 以 用 下 
面 的 句子 表达 : 

Yrvyvz(r Py — yP-z 一 7ZP<z). 


根据 类 似 的 理由 , * < 满足 *RR 上 的 三 分 法 , 这 样 它 就 是 *R 上 的 一 种 序 关系 . 

作为 另 一 个 例子 , 我 们 可 以 证 明 二 元 关系 * 二 在 * 取 上 是 可 交换 的 . 因为 + 是 可 交换 的 并 
且 交 换 律 可 以 用 句子 表示 出 来 . 把 这 个 理由 用 到 域 的 每 条 公理 上 , 我 们 就 得 到 CR;0, 1,* +” ) 
是 一 个 域 . 

由 于 经 常用 到 这 个 方法 , 我 们 把 它 看 作 是 理所当然 的 . 例如 ,如 果 假 设 对 于 *R 中 的 a 
和 6b, 有 *la* 十 中 * 和 “lol*+ “| 读者 应 该 把 它 看 作 是 由 这 个 方法 得 到 的 . 

我 们 可 以 得 到 到 C* 恨 , 但 眉头 * 及 . 因为 我 们 有 某 个 元 素 5 满 足 F-m cr P<v1[b]; 即 m*<b. 
这 样 b 是 无 穷 大 的 ， 比 任意 一 个 标准 的 +, 即 任意 的 r+ € 到 ,都 要 大 (在 序 *< 之 下 ). 它 的 倒 
数 1*b 就 是 一 个 无 穷 小 量 . 

那些 不 能 在 从 的 语言 中 表达 的 性 质 可 能 也 不 能 在 *9 中 表达 . 上 确 界 就 是 这 样 的 性 质 . 
存在 * 取 的 非 空 有 界 子 集 9 没有 上 确 界 (在 “< 序 下 ). 例如 , 慌 就 是 这 样 一 个 " 取 的 子 集 . 上 
一 段 中 无 限 大 的 5b 是 它 的 上 界 , 但 它 却 没有 上 确 界 ; 见习 题 7. 
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我 们 用 下 面 的 式 子 来 定义 有 限 元 的 集合 下 : 
三 = {ze *R|*|z|*<y ”对 某 个 ye RR}. 
类 似 地 , 可 以 用 下 面 的 公式 来 定义 无 穷 小 量 的 集合 I: 
工 = {fze* 开 | *|lzl*<y 对 于 所 有 正 数 y € RR}. 


如 果 4 C 区 是 无 界 的 , 那么 *4 包含 了 无 穷 大 的 元 素 . 因为 句子 “对 于 任意 实数 7, 存 
在 一 个 元 素 ae 4 比 " 大 ”的 取 值 为 真 且 可 以 形式 化 . 取 一 个 无 穷 大 的 正 数 b, *h 中 一 定 存 
在 一 个 更 大 的 元 素 . 例如 ,“N 中 就 包含 有 无 穷 大 的 数 . 

而 唯一 一 个 标准 的 无 穷 小 量 是 0, 即 有 RI 的 唯一 元 素 . 但 非 标准 的 无 穷 小 量 还 有 许多 ， 
因为 任意 一 个 无 穷 大 数 的 倒数 都 是 无 穷 小 的 . 

2.8.2 ”代数 性 质 


我 们 在 下 一 个 定理 中 列 出 了 天 和 工 的 一 些 常用 的 代数 性 质 . 


定理 28A (a) 下 在 加 法 *+, 减法 “- 和 乘法 “ 下 是 封闭 的 . 
(b) 工 在 加 法 *+, 碱 法 “- 和 下 上 的 数 乘 下 是 封闭 的 : 


EI 并 HzEeEF—=>7r*zELI. 


在 代数 中 ，(a) 表示 下 是 域 * 及 的 子 环 , (b) 表示 工 是 环 下 的 理想 , 后 面 我 们 将 看 到 什 
么 是 商 环 / 工 . 


证 明 (a) 令 zx 和 Y 是 有 限 的 , 因此 存在 到 中 的 标准 数 c 和 六 使 得 *|zl*< ac, *|y|*<b， 
那么 
“|z*+ yg “lz|*+ “lyl*<a+t+beR, 
这 里 z* 二 yy，z* 一 % 都 是 有 限 的 . 同时 ， 


*|z*.y|*<a:beR, 


其 中 xz*.y 也 是 有 限 的 . 
(b) 令 z 和 y 是 无 穷 小 量 , 那么 对 于 任意 的 标准 正 数 a, 都 有 *|z|*< a/2 并 且 *|y|*< a/2. 
因此 


“lz 7"* 士 如 "< a/2 + a/2=a, 
使 得 z*+2 和 xz* 一 y 是 无 穷 小 量 . 如 果 z 是 有 限 的 ,那么 对 某 个 标准 5， 有 “|z|*< 5b. 由 于 
z 是 无 穷 小 量 , 我 们 有 *|z|*<a/b, 因此 *|z* zl*< (a/6)b = a. 这样 , z* z 也 是 无 穷 小 量 . 莉 
定义 z 无 限 趋 近 y( 记 作 x 之 y) 当 且 仅 当 2z* 一 y 是 无 穷 小 量 . 
定理 28B (a) < 是 * 妥 上 的 等 价 关系 . 
(b) 如 果 忌 汪 v 并 且 z。2 那么 Uz 之 v*y 且 * 一 wu 之 * 一 vw. 
(c) 如 果 业 = vw xz 之 yy 并且 zx,y,u,v 都 是 有 限 的 , 那么 uw* x 之 v*.y. 


175 


176 


177 


130 第 2 章 一 阶 逻 辑 


证 明 这 是 上 个 定理 中 (b) 的 结果 (Z 是 下 中 的 一 个 理想 ). 
(a) ~ 是 自 反 的 , 因为 0 是 无 穷 小 量 . ~ 是 对 称 的 ,因为 一 个 无 穷 小 量 的 相反 数 (* 一 ) 还 
是 无 穷 小 量 . 最 后 , 假设 zy 岂 y 之 z, 那么 


TzZ= (2°"—Y)*+ (yz) EL, 


因为 工 在 加 法 下 封闭 . 
(b) 如 果 久 之 vv 并且 xz 之 y, 那么 


(Wt) v0) = v0) + Ty) ET, 
因为 工 在 加 法 下 封闭 . 同样 * 一 u 守 * 一 v, 因为 工 在 否定 下 封闭 . 


(0) (wp) = 0) + (v9) 
一 LU (72*—Y) +(u—v) :yeET 


因为 工 在 下 上 的 数 乘 是 封闭 的 . 国 


对 于 标准 数 > 和 s, 我 人 有" = s 当 且 仅 当 7 = s, 这 是 因为 0 是 唯一 一 个 标准 无 穷 小 
量 . 


引 理 28C 如 果 x 关 y 并 且 二 者 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ,那么 一 定 存在 一 个 标准 数 gq 
严格 位 于 z 和 yy 之 间 . 

证 明 不 妨 假 设 z*< y. 实际 上 我 们 可 以 进一步 假设 0*< z*<y. zx*<y*g 0 的 情况 是 
类 似 的 , z*< 0*<y 的 情况 是 显然 的 . 由 于 xz %y, 因此 存在 一 个 标准 数 b 使 得 0 < 六 < y 一 2. 
又 因为 x 是 有 限 的 , 因此 存在 某 个 正 整数 m 使 得 z*< mb, 我 们 取 满 足 条 件 的 元 素 中 最 小 的 
一 个 为 mm, 那么 z*< mb*<y. (根据 m 的 最 小 性 , (m 一 1)b*< z, 因此 mb*< z*D*< yy ) 硬 


定理 28D 每 个 ze 下 都 无 限 趋 近 于 唯一 一 个 re 级 . 
证 明 对 于 每 个 ze 下 , 小 于 zx 的 标准 数 集合 


S= {ye Ry*< zx} 


在 恨 中 显然 有 上 界 . 令 "7 是 它 的 上 确 界 , 我 们 断言 +  . 

如 果 zr, 那么 根据 引 理 存在 一 个 位 于 x 和 之 间 的 标准 数 gq. 如 果 7 < gq*< z, 那么 
7 不 可 能 是 9 的 上 界 . 如 果 xz*< gq <7, 那么 g 也 是 5S 的 上 界 , 这 与 7 的 最 小 性 相 了 矛盾 . 因 
此 z 一 7. 

上 面 证 明了 > 的 存在 性 . 至 于 唯一 性 , 我 们 注意 到 , 如 果 z sr 并 且 z=~s, 那么 rs， 
对 于 标准 数 x 和 s, 这 就 意味 着 7 = s. ， 国 


推理 28E 每 个 有 限 数 x 都 可 以 唯一 分 解 成 z = s 叶 ;的 形式 , 其 中 s 是 一 个 标准 数 ,; 
是 一 个 无 穷 小 量 . 


我 们 称 s 为 z 的 标准 部 分 , 记 作 st(z) (z 的 标准 部 分 有 时 也 记 作 “z). 当然 对 于 标准 数 
r, st (7) =7. 下 面 的 定理 总 结 了 st 函数 的 一 些 性 质 . 
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定理 28F (a) st 把 丰 映射 到 及 上 . 

(b) st(z) = 0 当 且 仅 当 zx 是 无 穷 小 量 . 

(c) st(z *+ y) = st(Z) + st(y). 

(d) st(z*.y) = st(x): st(y). 

证 明 (a) 和 (b) 是 显然 的 . 由 于 st(z) ~ z 和 st(y) ~ y, 根据 定理 28B 的 (b), 我 们 有 
st(z) 二 st(y) = z* 十 y， 因此 左边 等 于 st(z 秆 四 . (d) 的 证 明 也 是 类 似 的 , 只 需要 利用 定理 28B 
中 的 结论 (c). | 


(在 代数 中 , 这 个 定理 断言 了 st 是 从 环 下 到 域 民 上 的 同 态 , 核 为 Z. 进而 , 商 环 下 /I 与 
实数 域 R 同 构 . ) 

本 节 中 后 面 关于 算术 运算 的 符号 *+、* 一 、** 和 */ 一 律 省 略 星 号 . 
2.8.3 ”收敛 性 

在 微 积分 中 收敛 性 通常 是 用 s,6 语言 来 描述 变量 与 某 个 值 的 接近 程度 . 在 这 里 我 们 要 给 
出 收敛 性 的 另 一 种 定义 , 它 描述 的 是 变量 无 限 趋 近 于 极限 值 . 


定义 设 已 : 丸 一 取 , 那么 在 a 点 收 全 于 b 当 上 且 仅 当 如 果 z 无 限 趋 近 于 (但 不 等 于 )a， 
那么 *F(z) 无 限 趋 近 于 6. 


这 种 定义 与 一 般 定义 的 等 价 性 证 明 首先 假设 FF 在 一 般 意义 下 在 a 点 收敛 于 5， 也 就 
是 , 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 56>0 使 得 对 于 任意 的 >， 
0z#|z—al<é$= | —F(r)|<e 
上 述 的 句子 (关于 标准 数 e 和 6) 可 以 公式 化 并 且 在 *% 中 成 立 . 既然 x 在 "到 中 无 限 趋 近 


(但 不 等 于 )a, 那么 自然 有 0 关 “|z 一 al*< 6. 因此 *|6 一 *F(z)|*<e. 由 于 = 是 任意 的 , 所 以 
b> *F(r). 


反 过 来 ,假设 定义 中 的 条 件 都 满足 ,那么 对 于 任意 标准 数 。 > 0, 句子 

存在 5 > 0 使 得 对 于 所 有 z, 0 六 la-z|<5 坊 |b- F(z)| <e 
(公式 化 后 ) 在 *m 中 成 立 , 这 是 因为 我 们 可 以 取 5 为 无 穷 小 量 . 因此 这 个 句子 在 只 中 也 成 
立 . 用 


说 明 1 已 完 全 有 可 能 在 oa 点 不 收敛 于 任何 数 . 另 一 方面 , 下 在 a 点 至 多 收 化 于 一 个 点 
b, 这 是 因为 如 果 i 是 一 个 非 零 无 穷 小 量 , 那么 5 = st(*F(a 十 引 ). 我 们 传统 上 把 这 个 b 记 作 
“limz-a F(z). 这 样 
lim F(z) = st(*F(a +2)). 
说 明 2 我 们 不 必要 求 dom 下 = 展 , a 只 要 是 dom F 的 聚 点 就 够 了 . (a 是 5 的 聚 点 当 
且 仅 当 a 无 限 趋 近 但 不 等 于 *5 中 的 某 个 元 素 . ) 


推论 28G 在 a 点 连续 当 且 仅 当 如 果 z 之 a, 那么 *F(x) ~ F(a). 


现在 我 们 考虑 函数 下 :下 一 及 及 标准 点 ce 下 ,那么 微分 F(a) 是 


F(a+h)— F(a) 
h—0 h 
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根据 极限 的 定义 , 微分 也 可 以 定义 为 : FY(a) = b 当 且 仅 当 对 于 任意 非 零 的 无 穷 小 量 dz, 我 
们 有 dF/dzx 之 b, 其 中 dF =* F(a +dz) 一 F(a). 因此 ,如 果 这 样 的 5 存在 ( 即 F'(a) 存在 )， 
那么 对 于 任意 非 零 的 无 穷 小 量 dx, F'(a) = st(dF/dzx). 这 里 dF/dzx 是 dF 除 以 dz 的 商 . 只 要 
利用 除法 这 个 事实 就 大 大 方便 了 计算 . 


例 令 F(z) =zZ2,， 那么 F'(a) = 2a, 这 是 因为 


dF (at+dz)?—a? 2a(dx)+ (dz)? _ 人 
二 = 2a+ dz ~ 2a. 
定理 28H 如 果 F'(a) 存在 , 那么 下 在 a 点 连续 . 
证 明 对 于 任意 非 零 的 无 穷 小 基 dz, 我 们 有 
*Fa 二 dz) 一 下 (a) _y, 
a 
式 子 的 右边 是 标准 数 ， 因 此 左边 至 少 是 有 限 的 . 进而 ， 当 左边 乘 以 无 穷 小 量 dz 时 , 我 们 有 
*F(at+d7z)— F(a)€7, 即 *F(ae+dz) ~ F(a). | 


大 家 应 该 注意 ， 这 个 结果 并 不 是 经 典 情况 下 定理 的 非 标准 形式 ， 也 不 是 经 典 定理 的 推 
广 . 它 本 身 就 是 经 典 的 定理 ， 只 是 证 明 是 非 标准 的 ,下 一 个 定理 的 证 明 也 一 样 . 设 已 eG 为 
一 个 函数 , 它 在 点 的 值 是 F(G(a)). 


链 式 法 则 假设 G'(a) 和 Fr(G(a)) 存在 , 那么 (FEoG)'(o) 存在 , 且 等 于 F'(G(a)):G'(a). 
证 明 首先 ， 由 于 句子 Vv froGv1 = frfevi 在 结构 中 成 立 ， 所 以 *(FoG) =* Fo*G. 
现在 我 们 考虑 任意 非 零 的 无 穷 小 量 dz, 令 


dG=*G(a + dz) — Gl(a), 

dF=*(FoG)(a+dzx)— (FoG)(a) 
=*F(G(a+ dz)) — F(G(a)) 
=*F(G(a) + dG) ~— F(G(o0)). 


由 于 G 在 a 点 连续 , 所 以 dG ~ 0. 如 果 dG 关 0, 那么 由 上 面 的 最 后 一 个 等 式 可 得 dF/dG ~ 
AR dF dF dG 
(G0) .Go 
如 果 dG = 0, 那么 dF =0 并且 G'(a) ~ dG/dzx = 0, 因此 我 们 还 有 
守 ~ F'(G(a)) . G'(a). 于 

这 些 定理 都 是 收敛 性 在 无 限 逼 近 方 面 运用 的 例子 ， 实 际 上 这 种 方法 并 不 局 限于 在 初等 
问题 中 使 用 . 我 们 可 以 构造 6 函数 , 使 它 满足 [人 ,6 = 1, 但 对 于 z 关 0, 6(z) 之 0. ( 希 尔 伯 
特 空 间 理 论 中 ) 数学 分 析 中 的 原始 结果 都 能 用 非 标准 分 析 的 方法 得 到 . 随 着 越 来 越 多 的 分 析 
学 家 对 这 种 方法 的 熟悉 ， 非 标准 分 析 的 这 种 方法 在 将 来 可 能 被 广泛 地 使 用 . 
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习题 


二 


MD 


Go 


.(Q 在 RR 中 是 稠密 的 . ) 设 Q 为 有 理 数 集合 , 证 明 :“*RR 中 的 每 个 元 素 都 无 限 趋 近 于 “Q 中 的 某 个 元 


素 


. (a) 设 4S 了 目下 :4 一 了 .那么 斑 也 可 看 作 及 上 的 一 个 二 元 关系 , 证 明 : “下:* 4 一 * 及. 


(b) 设 3S:N 一 及 .我 们 称 SS 收敛 于 2 当 且 仅 当 对 于 每 个 es > 0, 存在 某 个 大 使 得 对 于 所 有 的 见 > 
都 有 1S(n) 一 外 <e. 证 明 : 这 个 定义 等 价 于 下 面 的 条 件 : 对 于 每 个 无 限 大 的 re *N, *S(z) 之 b. 

(c) 假设 5; : N 一 RR 并且 对 于 i= 1,2, 5; 收敛 于 b. 证 明 5S1 十 52 收敛 于 bi 十 b2, 且 S152 收敛 于 
b1 : b2. 


. 设 己 :4 一 及 是 一 对 一 的 , 其 中 A C RR. 证 明 , 如 果 ze* 4 但 zg4, 那么 *F(z) 4 RR. 


4. 设 A CR 民 . 证 明 : 4 =*4 当 目 仅 当 4 是 有 限 的 . 


CT 


a 


a 


.( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 4 EC R 是 有 界 无 限 集 . 证 明 : 存在 点 pe 及 , p 无 限 趋 近 但 不 等 于 


*A 中 的 某 个 元 素 . 提示 : 令 9:N 一 4 是 一 对 一 的 , 对 于 无 限 大 的 z e* N, 考虑 *S(z). 

(a) 证 明 :“Q 的 基数 至 少 为 2*0, 其 中 Q@ 是 有 理 数 集合 . 提示 : 利用 习题 1. 

(b) 证 明 :“*N 的 基数 至 少 为 2*0. 

设 4 是 及 的 子 集 , 并 且 没有 最 大 元 , 那么 作为 *R 的 一 个 子 集 , 4( 根 据 序 * <) 在 “了 中 有 上 界 . 证 
明 : 4 没有 上 确 界 . 
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3.0 ”数论 


在 本 章 中 , 我 们 将 关注 一 种 特殊 的 语言 一 一 数论 语言 . 它 是 包含 “等 于 ” 和 下 列 参数 的 
一 阶 语言 . 

v, 表示 “对 于 任意 的 自然 数 ”. (自然 数 集合 N 为 {0, 1,2,…}, 0 是 自然 数 . ) 

0, 常数 符号 , 表示 自然 数 0. 

S, 一 元 函数 符号 , 表示 后 继 函 数 5 :N 一 N, 即 , 函数 S(n) = n++1. 

<, 二 元 谓词 符号 , 表示 N 中 常用 的 (严格 ) 序 关 系 . 

二 ,…, 忆 ,二 元 函数 符号 , 分 别 表示 加 法 运算 +, 乘法 运算 .， 寡 乘 运算 五 

我 们 用 表示 该 语言 的 结构 , 这样， 数论 结构 就 可 以 写成 


N= (Ni0, 9, <,+,., E). 


其 中 , |%| = N, 0% = 0, 等 等 . 
这 个 模型 的 理论 , 即 数论 , 写作 Th RM. 在 3.1 节 和 3.2 节 的 习题 中 , 将 研究 RM 的 某 些 
归 约 模型 , 即 % 在 某 些 子 语言 上 的 限制 : 


Ns = (N;0, $), 
zr =(N;0,5, <), 
M4 = (N;0,S, <,+), 


最 后 , 将 在 3.8 节 研 究 
Mx = (N;0, 9, < 十). 


对 于 上 述 的 每 一 个 结构 ,我 们 都 将 提出 以 下 几 个 相同 的 问题 ， 

(a) 这 个 结构 的 理论 是 可 判定 的 吗 ? 如 果 是 , 该 理论 的 公理 集 是 什么 样 的 ? 这 个 公理 集 
是 否 是 可 数 的 ? 

(b) 在 这 个 结构 中 , N 的 哪些 子 集 是 可 判定 的 ? . 

(c) 结构 理论 的 非 标准 模型 是 什么 样 的 ? (所 谓 “ 非 标准 ”是 指 “ 与 所 讨论 的 结构 不 同 构 
的 ”) 

我 们 选择 数论 (而 不 选择 其 他 理论 , 比如 群 论 ) 进行 学 习 是 因为 : 我 们 能 证 明 数 论 的 某 个 
子 理论 是 一 个 不 可 判定 的 句子 集 . 我 们 也 能 得 到 ,任何 一 个 可 满足 的 理论 如 果 包 含 数论 ( 例 
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如 ， 完 全 数论 或 者 集合 论 ) 的 这 个 子 理论 , 那么 这 个 理论 一 定 是 不 可 判定 的 . 特别 地 ， 这样 
的 一 个 理论 不 可 能 既是 完全 的 又 是 可 公理 化 的 . 
为 了 证 明 我 们 所 找到 的 数论 的 子 理论 是 不 可 判定 的 ， 我 们 还 将 证 明 这 个 子 理论 足以 表 
示 数 字 序 列 、 数 字 序列 与 数 之 间 的 编码 运算 以 及 判定 过 程 等 . 在 最 后 一 部 分 内 容 中 , 我 们 将 
利用 对 和 角 线 法 证 明 我 们 所 选择 的 子 理论 是 不 可 判定 的 . 
当然 , 我 们 也 可 以 不 用 数论 的 子 理论 作为 例子 , 而 改 用 其 他 的 理论 (例如 : 有 限 集 理论 
的 子 理论 ). 在 这 些 理论 中 , 我 们 同样 可 以 方便 地 讨论 判定 过 程 . 
在 给 出 数论 语言 的 表达 式 例子 之 前 , 我 们 先 介绍 一 些 符号 的 习惯 用 法 . 为 了 和 目前 的 用 
法 一 致 ,我 们 分 别 用 符号 
T<YyTHY, TYy, TEy 
表示 
<rxy, +ry, Ty, Exy. 


对 于 每 个 自然 数 k，S*0( 对 于 k, 是 一 个 数字 ) 表示 一 个 项 : 
S00 = 0, S10 = S$0, S20 = SS0,.…. 


(自然 数 集 合 可 以 由 {0} 和 前 面 介 绍 的 后 继 函 数 S 生成 . ) 我 们 可 以 用 语言 描述 出 每 一 个 自然 
数 , 这 个 性 质 将 是 非常 有 用 的 . 

尽管 在 名 中 有 可 数 多 个 N 上 的 关系 , 但 是 几乎 所 有 我 们 所 熟悉 的 关系 都 是 可 定义 的 . 
比如 : 素数 集合 在 名 中 可 以 用 以 下 的 公式 来 定义 : 


天 S10 MVv2Vv3(V1 = V2: v3 — v2 = SIOVws= S10). 


以 后 , 我 们 将 会 证 明 许 多 特殊 的 关系 在 尔 中 都 是 可 以 定义 的 , 这 是 一 个 很 重要 的 性 质 . 

很 自然 地 , 我 们 希望 当 语 言 中 的 某 些 参数 被 忽略 时 , 语言 的 描述 能 力 仍然 能 够 被 严格 地 
保留 下 来 . 但 有 的 时 候 , 情况 并 不 如 我 们 所 希望 的 那样 . 比如 ,素数 集合 在 M4 中 是 不 可 定 
义 的 . 另 一 方面 , 在 3.8 节 中 我 们 将 看 到 , 任意 一 个 在 外 中 可 定义 的 关系 在 Nm 中 也 是 可 定 
义 的 . 

预览 

本 章 的 主要 定理 是 由 哥 德 尔 、 塔 斯 基 壬 奇 提出 的 ,我们 将 在 3.5 节 中 给 出 证 明 . 但 在 
此 , 我 们 可 以 先 了 解 一 下 这 些 定理 中 的 思想 . 首先 , 我 们 要 比较 两 个 概念 : 取 值 真 和 证 明 ， 
也 就 是 要 区 分 在 名 中 取 值 为 真 的 句子 集 和 可 用 部 分 公理 加 以 证 明 的 句子 集 . 

我 们 给 数论 语言 中 的 每 一 个 公式 a 指派 一 个 整数 ta， 此 整数 称 为 a 的 哥 德 尔 数 . 实际 
上 , 任何 一 种 能 够 把 不 同 整数 分 配给 不 同 公 式 的 方法 都 是 符合 我 们 要 求 的 , 在 3.4 节 中 , 我 
们 采用 了 一 种 特殊 的 分 配方 法 . 对 于 我 们 来 说 ， 重 要 的 是 能 够 从 公式 a 能 行 地 找到 对 应 的 
整数 Ha; 反之 , 也 能 从 la 能 行 地 找到 公式 a. 类 似 地 ， 对 于 公式 的 有 限 序列 D( 例 如 推理 )， 
我 们 同样 能 够 给 出 一 个 整数 9(D). 注意 : 对 于 公式 的 集合 4， 我们 同样 有 对 应 的 整数 集合 
{tala € A}. 

我 们 将 要 分 别 学 习 3 种 方法 : 自 代 入 法 ,对 角 线 法 和 可 计算 性 方法 . 然而 , 这 3 种 方 
法 的 关系 要 比 它们 看 起 来 的 更 加 紧密 一 一 它们 是 同一 种 方法 的 3 个 方面 . 
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首先 , 在 自 代 入 法 中 , 我 们 将 构造 一 个 句子 o, 可 以 把 它 想 像 成 :“ 我 是 无 法 证 明 的 . ” 
更 特别 地 ,我们 有 以 下 结果 : 
定理 30A 设 ACcThN 是 外 中 取 值 为 真 的 句子 集 , 且 4 的 哥 德 尔 数 集合 {#ala < 4} 


是 一 个 在 中 可 定义 的 集合 . 则 我 们 可 以 找到 一 个 在 中 为 真 的 句子 o, 但 o 不 能 由 4 推 
184| 出 . 
证 明 我 们 来 构造 一 个 句子 o 来 表示 c 本 身 不 是 4 的 定理 . 概括 地 说 , 接 下 去 的 讨论 
是 这 样 的 : 如 果 4F c, 那么 o 是 假 的 , 这 与 4 是 取 值 为 真 的 句子 集 相 矛盾 . 因此 , o 是 取 
值 为 真 的 句子 , 但 4k c. 
为 了 构造 a, 我们 首先 考虑 这 样 的 一 个 三 元 关系 R: 


(a,b,c) ER 证 a 是 某 个 公式 a 的 哥 德 尔 数 , c 是 从 
a(S?0) 的 4 出 发 的 某 个 推理 9 上 的 值 


因为 {tala e 4} 在 台中 可 定义 ,因此 R 也 是 可 定义 的 . (这 里 面 的 细节 要 等 几 节 后 才能 证 
明 . ) 令 p 是 台中 定义 已 的 一 个 公式 ,9 为 下 面 这 个 公式 的 哥 德 尔 数 


Vvs™ p(v1, V1, V3). 
(在 此 , 用 下 列 记 号 : p(t) = gp? ,p(t1,t2) = (yt!) 如 等 等 . ) 令 o 为 
VYvs— p(SY0, S70, v3). 


则 c 表示 任何 一 个 数 都 不 是 从 4 出 发 的 某 个 推理 9 上 的 值 , 这 个 推理 是 将 哥 德 尔 数 为 9 的 
公式 中 的 变 元 v1 换 成 数字 9 后 所 得 到 的 公式 的 推理 ， 即 任何 一 个 数 都 不 是 c 的 推论 9 的 
值 . 
假设 和 我 们 期 望 的 结果 相反 ， 存 在 一 个 从 4 出 发 的 o 的 推论 . 我 们 设 是 这 个 推论 9 
的 值 , 则 (q, gq,k) e RR 并且 
Fm p(S10, S90, S*0). 
显然 
oF — p(S10, S80, S*0) 
并 且 这 两 个 公式 说 明 o 在 名 中 是 假 的 . 但 4Fc 和 4 中 的 句子 在 中 都 是 真 的, 这 就 得 到 
了 矛盾， 
因此 , 不 存在 从 4 出 发 o 的 推论 . 这 样 对 于 每 个 k, 我 们 有 (gq, g,k) #4 RR. 即 对 于 每 个 


Fm 一 p(S10, S70, S*0), 
由 此 我 们 有 (使 用 替换 引 理 ) 
Fo Yvs3— p(S0, S70, v3); 
即 , o 在 % 中 是 真 的 . 国 


后 面 我 们 将 利用 丘 奇 论题 来 证 明 ,任意 一 个 可 判定 的 自然 数 集合 在 多 中 都 可 定义 . 从 
而 得 出 结论 ,Th M 是 不 可 公理 化 的 . 
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推论 30B 句子 的 哥 德 尔 数 集 {#r| Fm 7} 在 % 中 是 不 可 以 定义 的 , 其 中 7 是 在 各 中 
真 的 句子 . 

证 明 如果 这 个 集合 是 可 定义 的 ,我们 可 以 在 上 一 个 定理 中 取 4 = Th %, 这 样 就 得 到 
蔬 盾 . 国 


3.5 节 中 将 采用 自 代 入 法 , 但 与 此 处 不 同 的 是 , 句子 o 要 表达 的 是 ,“ 我 是 假 的 . ”( 这 和 
著名 的 说 谎 者 悖 论 有 关 ! ) 

但 如 果 你 认为 “ 自 代 入 法 ” 像 是 一 个 魔术 把 戏 ， 那么 ， 有 另 一 个 方法 来 说 明 这 种 情况 : 
对 角 线 法 , 它 不 使 用 明显 的 自 代 入 . | 

我 们 从 定义 一 个 自然 数 上 的 二 元 关系 P 开始 ， 


(a,b) e PP < a 是 公式 al(w1)( 只 有 vi 是 自由 的 ) 的 哥 德 尔 数 ,， 并且 Fm a(S*0) 


都 等 于 ,对 某 个 a, P 的 一 个 “垂直 齐 面 ”: 


P,={b| (0,b) eP}. 


我 们 只 要 取 a 为 定义 该 自然 数 集 的 公式 的 哥 德 尔 数 ， 然 后 再 利用 Fw a(S?0) 他 Fm ao 加 
即 可 . 

所 以 任何 一 个 (在 多 中 ) 可 定义 的 自然 数 集合 必然 在 序列 喉 , 马 ,… 中 . 现在 我 们 把 这 
个 序列 “对 角 化 ”, 定义 集合 : 

H= 1{b|(b,b) ¢ P}. 

(更 通俗 地 说 , be 五 全 “ 说 5 不 真 . ”) 那么 是 不 在 序列 PP, 己 ,… 中 . (比如 , 玉 关 忆 , 因 
为 3eEH 司 34 己 , 所 以 3 属于 且 仅 属于 这 两 个 集合 中 的 一 个 . ) 因此 , HH 在 中 不 能 定 
义 . 
为 什么 互 是 不 可 定义 的 呢 ? 毕竟 , 我 们 在 上 面 已 经 指出 了 


De 万 < 非 了 是 公式 alw1)( 只 有 是 自由 的 ) 的 哥 德 尔 数 ,并且 Fm a(S?0)]. 


是 什么 妨碍 了 将 上 面 的 定义 翻译 成 代数 语言 ? 我 们 将 证 明 公式 的 哥 德 尔 数 不 是 障碍 , 我 们 可 
以 翻译 它 , v1 是 自由 的 以 及 将 S*0 代入 公式 也 不 是 障碍 , 通过 消去 量词 ,我 们 将 证 明 唯一 可 
能 的 障碍 就 是 : 一 个 句子 在 多 中 是 真 的 . 


定理 30C (a) 句子 在 多 中 为 真 的 哥 德 尔 数 的 集合 {lr| Fm 7}, 在 多 中 是 不 可 以 定 
*(b) 理论 Th RM 是 不 可 判定 的 . 
*(c) 理论 Th % 是 不 可 公理 化 的 . 
证 明 (a) 和 利用 自 代 入 法 证 明 的 推论 30B 是 相同 的 , 我 们 在 上 面 已 经 概略 地 证 明 过 了 . 
即 ， 如果 我 们 假设 它 的 反面 成 立 , 也 就 是 Th % 在 RM 中 可 定义 ,那么 上 面 的 集合 五 也 是 可 
定义 的 . 这 是 不 可 能 的 . 

对 于 (b), 我 们 只 要 证 明 每 个 可 判定 的 自然 数 集 一 定 在 锡 中 可 定义 就 可 以 了 . 如 果 Th 多 
可 判定 ， 那 么 对 应 的 数 集 {lzr| Fm 7} 就 是 可 判定 的 ， 进 而 在 外 中 可 定义 . 这 同样 是 不 可 
能 的 . 
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由 于 Th N 是 完全 理论 , (c) 可 以 从 (b) 和 引 理 26I 得 到 . 国 


第 三 ,可 计算 性 方法 展示 了 “ 取 值 为 真 ” 和 “可 证 明 ” 两 个 概念 之 间 的 差别 . 从 2.6 节 
我 们 知道 ， 当 4 是 公理 的 可 判定 集 (其 至 是 能 行 可 枚 举 集 ) 时 ， 我 们 可 以 为 Th MN 找到 可 证 
明 句 子 的 集合 Cn 4, 它 将 是 能 行 可 枚 举 的 . 

与 此 形成 对 比 的 是 , 可 计算 性 方法 和 丘 奇 论题 将 证 明 所 有 取 值 为 真 的 句子 的 集合 Th % 
不 是 能 行 可 枚 举 的 . 这 个 结果 和 定理 30C 有 很 密切 的 关系 , 我 们 将 在 3.6 节 中 运用 对 角 线 的 
方法 来 证 明 它 . 


“定理 30D ”对 于 任意 一 个 公理 的 可 判定 集合 (甚至 是 能 行 可 枚 举 集 )4， 
Cn A Th 
因为 等 号 左边 的 集合 是 能 行 可 枚 举 的 , 而 右边 的 集合 却 不 是 . 


定理 30D 提出 了 一 个 进退 两 难 的 问题 要 么 从 公理 得 到 的 推论 是 假 的 ， 要 人 么 公理 是 不 
完全 的 ,从 这 个 意义 上 说 ， 有 取 值 为 真 的 句子 不 能 从 那些 公理 推出 . 


可 计算 性 方法 在 3.5 节 已 经 使 用 到 , 但 却 在 3.6 节 才 正式 提出 ,在 那 与 其 他 两 种 方法 进 
行 比较 . 


3.1 有 后 继 数 的 自然 数 


我 们 从 一 种 简单 的 情况 开始 考虑 , 它 虽 然 简 单 但 能 够 解答 我 们 提出 的 问题 . 我 们 去 掉 参 
数 集中 的 <,+， 和 忆 , 只 留 下 v,0 和 S, 那么 , RM 相应 的 归 约 模型 为 


Ms = (N; 0, 9). 


在 这 个 归 约 语言 中 , 我 们 仍然 能 够 描述 自然 数 ， 即 N 中 的 每 一 个 元 素 . 但 从 算法 的 角度 看 ， 
在 这 个 语言 中 我 们 能 够 表达 的 句子 不 够 有 趣 . 

对 于 9s, 与 名 一 样 ,我们 仍然 要 提出 我 们 感 兴趣 的 相同 问题 . 我 们 想 知道 理论 集 Th Ms 
的 复杂 性 ; 想 研 究 Ms 中 的 可 定义 性 ; 并 且 我 们 想 综述 Ys 的 非 标 准 模 型 . 

为 了 研究 带 有 后 继 函 数 的 自然 数理 论 (Th Ms)， 下面 我 们 列 出 一 些 在 Ms 中 真 的 句 
子 . (这 些 句 子 最 终 被 证 明 是 该 理论 的 公理 . ) 

S1. YzSz 关 0. 表示 0 不 是 任何 数 的 后 继 . 

S2. YzVy(Sz = Sy 一 z = 切 . 表示 后 继 函 数 是 一 对 一 的 . 

8S3. Wly 0 -3zy = Sz). 表示 任何 一 个 非 零 数 总 有 前 驱 . 

S4.1 VzZSz 天 2. 

S4.2 VrSSz #2. 


S4.n VYxS"x 关 7x. 其 中 上 标 n 表示 也 数 S 连续 作用 n 次. 


令 hs 为 包含 S1,S2,S3,S4.n(n = 1,2,…) 的 句子 集 . 显然 , 这 些 句子 在 Ms 中 是 真 的 ， 
即 hs 是 hs 的 一 个 模型 . 因此 ， 
CnAs C Th fos. 
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( 即 任意 一 个 句子 集 ， 如 果 在 4s 的 每 个 模型 中 是 真 的 ， 则 在 Ms 中 也 是 真 的 . ) 然而 ,等 号 
的 成 立 却 不 是 显然 的 , 我 们 将 在 4s 的 任意 模型 中 证 明 这 一 点 . 
那么 , 公理 hs 的 任意 模型 多 = (| 则 |; 0%,S%) 是 什么 样 的 呢 ? 根据 Si,S2 和 Ss S? 必须 
是 从 中 到 | 则 | 一 {0%} 上 的 一 对 一 映射 . 同时 根据 S4.n,， 那么 不 存在 不 含 长 度 为 n 的 圈 . 因 
此 , | 必须 包含 “标准 的 ”点 : 
0 一 S*(0%) — S*(S*(07)) 一 … 


》 


这 些 都 很 明显 ， 此 处 箭头 表示 S? 的 作用 . 除了 上 述 点 外 ,模型 中 可 能 还 包含 其 他 的 点 . 如 
果 | 由 中 包含 另外 一 个 点 a, 那么 |I 则 | 还 包含 a 的 后 继 ,后继 的 后 继 ,， 等 等 . 不 仅 如 此 , 根 
据 Ss 我 们 知道 ,每 一 个 非 零 元 素 都 有 前 驱 , 并 且 这 个 前 驱 是 唯一 的 (根据 S?). 因此 , |%| 中 
必须 包含 a 的 前 驱 , 前 驱 的 前 驱 , 等 等 . 这 些 元 素 都 是 互 异 的 ， 否 则 就 会 出 现 有 限 的 圈 . 因 
此 , a 属于 一 个 “2 链 ”: 


‘SA(a) — SY(S2(q)) — .…. 


(我 们 称 之 为 2 链 是 因为 它们 的 分 布 就 像 整 数 集 2 : {… ,一 1,0,1,2,…} 一样 . )2 链 中 的 任 
何 数 都 是 存在 的 , 但 根据 S。, 任意 两 条 2 链 不 能 相交 . 类 似 地 ,任意 一 条 2 链 中 都 不 能 包 
含 标准 数 ， 

我 们 可 以 用 另外 一 种 说 法 表达 上 面 的 观点 如果 对 己 | 中 的 某 点 a 进行 有 限 多 次 的 5” 
作用 后 得 到 5b, 我们 称 a,5 是 等 价 的 . 这 个 概念 是 一 个 等 价 关 系 , ( 自 反 性 和 对 称 性 都 是 显然 
的 ; 传递 性 可 以 从 S% 是 一 对 一 的 这 一 事实 得 到 . )|%| 中 的 标准 部 分 是 包含 0 的 等 价 类 . 对 
于 则 中 这 个 等 价 类 以 外 的 元 素 a( 如 果 有 ), a 的 等 价 类 是 a 经 由 S” 得 到 的 所 有 元 素 以 及 所 
有 能 够 由 5? 得 到 a 的 元 素 组 成 的 集合 . 这 个 等 价 类 就 是 上 面 所 描述 的 一 个 Z 链 . 

反之 , 如 果 (该 语言 的 ) 任意 一 个 结构 吕 中 包含 标准 部 分 


0% 一 S$(0%) 一 S$?(S®?(0%)) 一 -…: 


和 2 链 中 的 所 有 数组 成 的 非 标准 部 分 , 那么 它 就 是 4s 的 模型 . (我 们 可 以 逐条 检验 4s 中 的 
公理 , 它们 在 凶 中 都 是 真 的 . ) 这 样 , 我 们 就 对 hs 的 模型 所 具有 的 特点 有 了 全 面 的 了 解 . 

如 果 hs 的 模型 义 有 可 数 多 条 2 链 ， 则 | 多 | 是 可 数 的 . 一 般 来 说 , 若 2 链 集合 的 基 
数 是 , 则 | 中 所 有 元 素 的 个 数 为 Ro + No . 和. 按照 基数 运算 的 法 则 ( 见 0 章 ), 这 个 数 等 
于 Ro 和 入 中 的 较 大 者 . 因此 ， 


card 四 二 人 No 如 果 久 有 可 数 多 条 链 
A 如 果 凡 有 不 可 数 多 条 2 链 


引 理 31A ”车 义 和 多 均 为 4s 的 模型 ， 且 它们 有 相同 数量 的 2 链 , 则 它们 同 构 . 

证 明 义 和 的 标准 部 分 之 间 只 存在 唯一 的 同 构 . 根据 假设 , &% 入 的 Z 链 和 集合 之 
间 也 有 一 个 一 一 对 应 , 即 对 于 到 的 每 一 条 链 都 能 找到 的 一 条 链 与 之 对 应 . 显然 任意 两 条 
2 链 之 间 是 同 构 的 . 综合 上 述 各 个 独立 的 同 构 (运用 选择 公理 ), 我 们 就 得 到 了 从 义 到 上 
的 同 构 ， 国 


1. 为 了 避免 不 可 数 基数 的 情况 ,， 见 习题 3. 
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这 样 , 在 同 构 的 意义 下 ，4s 的 模型 是 由 它 的 2 链 的 数目 来 决定 的 . 对 于 Ms 来 说 , 这 
个 数目 是 零 , 但 对 于 其 他 的 模型 ， 任 何 数 目 都 是 有 可 能 的 . 

大 家 应 该 注意 到 , 这 个 语言 不 能 表达 句子 : “不 存在 Z 链 . ”实际 上 , 不 存在 句子 集 光 使 
得 , hs 的 模型 处 满足 台 当 上 且 仅 当 久 不 存 在 2 链 . 根据 LST 定理 , 存在 不 可 数 的 结构 六 使 
得 义 = s. 但 多 有 不 可 数 多 条 2 链 , 而 8s 没有 . 


定理 31B 设 义 和 名 均 为 As 的 不 可 数 模型 , 且 它 们 有 相同 的 基数 , 则 内 和 多 同 构 ， 


证 明 我 们 从 上 面 的 讨论 中 知道 , % 有 card 多 条 2 链 , 各 有 card 旬 条 2 链 . 由 于 
card & = card 加 ,所 以 它们 有 相同 数目 的 2 链 , 因而 是 同 构 的 . 国 


定理 31C Cn hs 是 完全 理论 . 


证 明 使 用 2.6 节 中 的 洛斯 - 瓦特 测试 上 一 个 定理 表明 Cn hs 在 不 可 数 基数 上 是 范 
畴 的 . 进一步 , 由 于 4s 没有 有 限 模 型 , 运用 洛斯 - 瓦特 测试 就 可 以 得 到 该 定理 . 国 


推论 31D Cn As = Th Ys. 


证 明 我 们 已 知 Cn 4s C Th Ms, 而 符号 C 之 前 的 理论 是 完全 的 , 之 后 的 理论 是 可 满 
足 的 ， 轿 


* 推 论 31E ”Th Fs 是 可 判定 的 . 


证 明 任意 一 个 可 公理 化 的 完全 理论 是 可 判定 的 (根据 推论 25G), 而 4s 恰好 是 这 个 理 
论 可 判定 的 公理 集 . 本 
量词 消去 

即使 我 们 已 经 知道 了 一 个 理论 是 可 判定 的 ， 但 为 其 找到 一 个 实际 能 行 的 判定 过 程 仍然 
是 非常 吸引 人 的 . 我 们 将 在 “量词 消去 " 的 基础 上 , 为 Th hs 找到 这 样 一 个 过 程 


定义 ”我 们 称 理论 了 是 实现 量词 消去 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 公式 p, 存在 一 个 无 量词 公 
式 多, 使 得 


TE (P 0 W. 
实际 上 , 我 们 只 需要 考虑 某 些 特殊 形式 的 公式 的 量词 消去 就 足够 了 : 
定理 31F 假设 对 于 每 个 具有 下 列 形式 的 公式 % 


3z(ao 入 .和 anh， 


其 中 每 个 a 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 ,存在 一 个 无 量词 公式 使 得 TF (yw 全 切 ,， 则 
实现 量词 消去 . 

证 明 首先 我 们 断言 , 对 于 任意 一 个 无 量词 公司 9, 我 们 可 以 找到 与 3zb 等 价 的 无 量词 
公式 , 可 以 找到 与 之 等 价 的 无 量词 公式 . 我 们 先 把 公式 9 改写 成 析 取 范式 (根据 推论 15C): 


3z[(Qo0 A Nom)V (Bo A ABn) VV (é0A::: Aé)) 
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它 逻 辑 等 价 于 
3z(ao A Aam) Var(Bo NA: ABn)V .Vv 3r(é0 人 人 \&). 
根据 假设 ,上 面 这 个 公式 中 的 每 一 析 取 项 都 可 以 用 一 个 无 量词 公式 替换 . 
对 于 任意 的 公式 ， 利 用 这 个 结果 不 难得 到 与 之 等 价 的 无 量词 公式 . 我 们 把 它 留 作 习 题 
(见习 题 2). 国 
对 于 结构 & 的 理论 Th 义 来 说 , 这 个 定义 可 以 重 述 为 : Th 义 实现 量词 消去 ， 当 且 仅 当 
对 于 每 一 个 公式 p, 都 存在 一 个 无 量词 公式 w$, 使 得 p 和 四“ 在 义 中 等 价 ”; 即 对 于 尺 | 中 
任意 变 元 的 指派 s, 都 有 
Fa (p wp)[s]. 
定理 31G Th Ys 实现 量词 消去 . 
证 明 根据 上 面 的 定理 , 我 们 只 需要 考虑 公式 
3z(ao 入 .… 人 人 Qq), 
的 量词 消去 ,其 中 oi 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 . 我 们 将 一 步 步 找 到 与 之 等 价 的 无 量词 
公式 . 实际 上 , 与 它 等 价 的 新 公式 是 4s 的 推论 ,， 见 习题 3. 
在 Ys 的 语言 中 ,所 有 的 项 都 有 形式 S*u, 其 中 4 为 0 或 变 元 . 原子 公式 都 是 等 式 . 我 
们 假设 变 元 x 出 现在 每 个 ai; 中 . 因为 如 果 x 不 在 a 中 出 现 , 则 
3z(a A B) Fj a A Irp. 
这 样 , 每 个 oa 都 是 下 面 的 形式 
S™r = Su 
或 其 否定 ， 其 中 % 为 0 或 变 元 . 我 们 可 以 进一步 假设 4 与 x 不 相同 ， 因为, 当 m =n 
时 , Sm"z = S"z 可 以 用 0= 0 代替 ; 当 m 取 n 时, 可 用 0 关 0 代替 ， 
情形 1: 每 个 ai 都 是 不 等 式 . 则 公式 用 0 = 0 代替 . (为 什么 ? ) 
情形 2: 至 少 有 一 个 a 是 等 式 , 不 妨 设 为 ao: 
ST 
其 中 项 t 中 不 含 z. 由 于 z 的 值 必须 是 非 负 的 , 因此 我 们 用 下 面 的 公式 代替 ao: 
t#¥0N\...AtzS"-!0, 
(如 果 m = 0, 则 用 0 = 0 替代 ). 对 于 其 他 的 a;, 我 们 先 用 
Sk+mz = Sm™m, 


代替 
Shez 一 已 
SAt = Smu， 


这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 不 含 z 的 公式 , 因此 量词 被 消去 了 . 图 
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在 量词 消去 的 过 程 中 ,， 有 一 些 有 趣 的 结果 值得 我 们 关注 . 第 一 , 我 们 得 到 了 一 种 全 新 的 
方法 来 证 明 Cn hs 的 完全 性 . 对 于 一 个 句子 c, 量词 消去 的 过 程 给 出 了 一 个 无 量词 句子 7 使 
得 4s F (c 二 7) (见习 题 3). 我 们 可 以 断言 : 要 么 4s F 7, 要 么 4s F ~ 7. 因为 + 是 由 原子 
公式 通过 ~ 和 一 联结 而 成 的 . 而 原子 公式 必然 有 形式 S*0 = Si0, 如 果 & = 1!， 则 这 个 公式 


”可 由 hs 推出 ; 如 果 有 和 1， 则 这 个 公式 被 4s 拒绝 ( 即 不 能 从 hs 推出 ). (实际 上 , 证 明 这 一 


点 只 需要 {S1, S2} 就 够 了 . ) 由 于 每 一 个 原子 公式 都 能 被 推出 或 被 拒绝 , 因此 每 个 无 量词 句 
子 也 是 如 此 , 故我 们 的 断言 就 是 正确 的 . 因此 , 要 么 As F c, 要 么 AsF 一 o. 
另 一 个 结果 是 关于 %s 中 的 可 定义 性 问题 ， 具体 见 习题 4 5. 对 于 任意 一 个 只 含有 必 
和 va 两 个 自由 变 元 的 公式 p, 我 们 可 以 找到 一 个 无 量词 公式 %( 含 有 相同 的 自由 变 元 ) 使 得 
Th No 上 VulVua(pP < wp); 


即 
Fos VulvVva(P 0 YW). 


这 样 , 由 ”定义 的 关系 也 可 以 由 无 量词 公式 来 定义 . 

习题 

1. 设 43 是 包含 Si, S> 和 所 有 具有 以 下 形式 的 句子 集合 : 

2(0) = Vui(p(v1) = (501)) 一 Yue(vi)， 
其 中 wp 是 合式 公式 (在 Ms 的 语言 中 ), yp 中 只 有 v1 是 自由 变 元 . 证 明 As CCn A$, 进而 Cn 4$= 
Th Ms. (此 处 p(t) 即 p?!. 上 述 式 子 被 称 作 yp 的 归纳 公理 . ) 

2. 完成 定理 31F 的 证 明 . 提示 : 用 归纳 法 . 

3. 给 定 一 个 公式 p, 对 于 Th Ms 量词 消去 的 证 明 给 出 了 如 何 找 到 与 p 等 价 的 无 量词 公式 的 方法 . 
在 不 利用 Cn 4s 是 完全 的 这 个 条 件 下 , 证 明 : 4s F (pe 咏 切 . (这 是 证 明 Cn4s 完全 性 的 另 一 种 方 
法 , 该 方法 不 涉及 2 链 和 洛斯 - 瓦特 测试 . ) 

4. 证 明 : N 的 某 个 子 集 在 Ms 中 是 可 定义 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 限 的 或 者 它 在 N 中 的 补 集 是 有 限 的 . 

5. 证 明 : 序 关 系 ((m,mlm < n,m,n e N) 在 Rs 中 不 可 定义 . 提示 : 只 需要 证 明 不 存在 能 够 定义 这 个 
序 关系 的 无 量词 公式 . 如 果 关 系 RC NxN 能 被 有 限 条 直线 覆盖 , 我 们 就 称 RR 是 线性 的 . 如 果 RR 
是 线性 关系 的 补 集 , 我 们 称 之 为 余 线 性 的 . 证 明 : 任意 在 Ms 中 可 定义 的 关系 或 者 是 线性 的 或 者 是 
余 线 性 的 ,并 且 序 关系 既 不 是 线性 的 也 不 是 余 线性 的 . 

6. 证 明 , Th Ms 不 能 有 限 公理 化 . 提示 : 只 需要 证 明 4s 的 有 限 子 集 都 不 满足 即 可 , 然后 运用 2.6 节 
中 的 结果 . 


3.2 ”数论 的 其 他 归 约 模型 ! 


首先 , 我 们 在 语言 中 加 入 符号 <, 那么 , 现在 所 要 讨论 的 结构 是 
Nzr = (N;0, 9, <). 


和 Th hs 一 样 , 我 们 要 证 明 这 个 结构 的 理论 是 可 判定 的 , 也 可 以 实现 量词 消去 . 但 与 Th %s 
不 同 的 是 , 它 可 以 被 有 限 公 理化 , 并且 在 任意 不 可 数 基数 上 都 不 是 范畴 的 . 
1. 本 节 可 以 跳 过 . 
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我 们 将 选取 由 以 下 6 个 句子 组 成 的 有 限 集合 4z 作为 Th Mz 的 公理 . x < y 当然 是 
(z <yVz==y) 的 简写 , x yy 是 x =y 的 否定 . 


Vy 人 和 关 0 一 3zy=Sz) (S3) 
VrVvy (x<Syomzr<yYy) (L1) 
Vz TK0 (L2) 
Vrvy (tr<yVT=yVYy<Z) (L3) 
Vivy (zr<yYy#7) (L4) 
Vvyvz (TZ <Yy HY < 7 <2) (L5) 


一 方面 ,我 们 很 容易 知道 上 述 6 条 公理 在 Mzi 中 是 真 的 , 这 样 , Cn 4z SG Th Mr. 另 一 
方面 , 反 向 的 结论 并 不 显然 , 还 需要 证 明 . 我 们 先 列 出 从 上 述 公 理 得 到 的 一 些 结论 . 
(1) AL F Yrz < Sz. 


证 明 在 Ll 中 用 ”代替 zx. 才 
(2) AL F Vrr # x. 

-证明 在 L4 中 用 y 代替 z. 鸯 
(3) AL F vzvy(z + y 嘻 y < 72) (三 分 律 ). 
证 明 “一 ”利用 L3. “和 二 ”利用 L4 和 (2). 轩 


(4) AL F Yrvy(z <y oo Sr < Sy). 
证 明 从 4z 我 们 可 以 得 到 以 下 的 等 价 条 件 : 
TT<yoEYKT 用 (3) 
yxSz 用 Ll 
» ST<y 用 (3) 


~ St<Sy 用 工 1. 是 
(5) 4r HS1 且 4r F S2. 
证 明 S1 可 以 从 L2 和 (1) 得 到 . S2 可 以 利用 L3 和 (2) 从 (4) 中 得 到 . 图 
(6) 4r FF S4.n, n= 1,2,.…. 
证 明 利用 LL5 从 (1), (2) 可 以 得 到 . 量 


这 样 ，( 当 我 们 忽略 <& 时 ) 任意 一 个 4z 的 模型 % 也 是 hs 的 模型 . 因此 , 它 一 定 包含 
标准 部 分 以 及 若干 个 Z 链 (2 链 的 个 数 可 以 为 零 )， 另 外 , 模型 中 有 序 关 系 <&%. 
定理 32A 理论 Cn hr 实现 量词 消去 . 
证 明 我们 同样 考虑 公式 
3z(5o 和 人 .入 Bp), 
其 中 每 个 8; 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 . 和 3.1 节 一 样 , 项 的 形式 只 有 S*w, 其 中 以为 0 
或 变 元 . 原子 公式 有 两 种 可 能 ， 
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Se =St 和 Seu < S4ft. 
(1) 我 们 省 略 和 否定 符号 . 将 下头 妇 用 纪 < 王 YY 丰 一 下 代替 , 址 夭 妇 用 王 < 雪 VYV 妇 < 二 
来 代替 . (这 由 L3 和 L4 保证 . ) 我 们 对 原子 公式 进行 重新 分 组 ,并 注意 到 
3z(pVY) Fd JrpVI3ry, 
我 们 可 以 重新 得 到 如 下 形式 的 公式 
3z(ao 入 … 人 Qq), 
其 中 oa 是 原子 公式 . 
(2) 我 们 假设 变 元 z 在 每 个 a 中 出 现 , 这 是 因为 如 果 z 不 在 a 中 出 现 , 则 
3zx(a AB) Ed a 3zp. 


进而 , 我 们 可 以 假设 > 只 出 现在 等 式 或 不 等 式 ai 的 一 边 . 对 于 公式 Stz = Siz, 可 以 像 3.1 
节 中 那样 处 理 . 对 于 Skz < Siz, 如 果 < !， 则 该 公式 用 0 = 0 来 代替 ,否则 用 0 天 0 来 代 
蔡 . (可 由 L1 和 L4 得 到 . ) 
情形 1: 假设 某 个 as 为 等 式 . 接 下 去 的 证 明 与 定理 31G 中 情形 2 的 量词 消去 的 证 明 过 
程 相同 . 
情形 2: 每 个 os 都 是 不 等 式 . 则 原 公式 可 以 写 为 


3z( Mt < SS 7 和 人 Smz < w). 
i 了 


(这 里 人 ; 表示 以 i 为 下 标的 公式 的 合 取 , 因此 yo 人 人 入 … 信 yr 可 简写 为 人 ;mi.) 在 第 一 个 合 
取 式 Ai < S™z 中 , x 有 下 界 ; 在 第 二 个 合 取 式 人 ; Sx < uj 中 , x 有 上 界 . 如 果 第 二 个 
合 取 式 不 存在 ( 即 x 没有 上 界 ), 则 原 公式 由 0 = 0 来 代替 . (为 什么 ? ) 如 果 第 一 个 合 取 式 不 
存在 ( 即 x 没有 下 界 ), 则 原 公式 由 下 式 来 代替 


人 8S"0 < Uj, 


了 


这 说 明 0 是 满足 上 界 的 . 否则 ,如 果 二 者 都 存在 , 我们 将 原 公 式 逐 步 改写 为 


3z 人 人 <STirzASizr < wj) (1) 
2 
3 A(S™iti < S™ty < Sm™uj) (2) 
2 了 
(人 sa < S™w) NS™0 < wu (3) 
人 了 了 


最 后 一 个 公式 表示 “任何 一 个 下 界 加 1 后 满足 任意 上 界 , 并 且 0 满足 任意 上 界 . ”这 表 
明 上 确 界 和 下 确 界 之 间 存 在 着 z 的 解 . 第 二 个 公式 保证 了 z 的 解 是 正 的 . 
在 每 一 种 情形 中 ,我 们 都 得 到 了 所 求 公式 的 无 量词 等 价 形式 . 醒 
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推论 32B (a) Cn AhL 是 完全 的 . 

(b) Cn 4z = Th fz. 

*(c) Th Mz 是 可 判定 的 . 

证 明 (a) 同样 可 以 利用 定理 31G 的 证 明 中 的 的 讨论 . 因为 Cn 4z S Th ML, 并且 
Th Mz 是 可 满足 的 , 因此 (b) 可 以 从 (a) 得 到 . 对 于 (c), 我 们 可 以 利用 已 有 的 结果 : 任意 可 


公理 化 的 完全 理论 是 可 判定 的 . 但 量词 消去 的 证 明 给 出 了 更 可 行 的 判定 过 程 . 
推论 32C NN 的 子 集 在 Mz 中 是 可 定义 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 限 的 或 者 补 集 是 有 限 的 . 
证 明 参照 上 一 节 的 习题 4. 者 


另 一 方面 , Yt 比 Yts 有 更 多 可 定义 的 二 元 关系 . 比如 在 上 节 的 习题 5 中 , 我 们 证 明了 
序 关系 {(m,n)|m < n} 在 Ms 中 不 能 定义 . 


推论 32D 加 法 关系 , {m,n,p)Im 十 n= p} , 在 Mz 中 不 能 定义 . 
证 明 如 果 我 们 能 够 定义 加 法 , 就 能 定义 偶数 集合 . 而 偶数 集合 既 不 是 有 限 的 ,也 不 是 
补 集 有 限 的 . 轿 


现在 , 我 们 在 语言 中 再 加 入 加 法 符号 +, 则 考虑 的 结构 为 
Ma = (N; 0, 5, <, 十 )， 


我 们 会 简要 地 证 明 , 这 个 结构 的 理论 也 是 可 判定 的 . 但 为 了 避免 繁琐 ,我 们 不 再 列 出 这 
个 理论 的 公理 集 了 . 

Th 9i4 的 非 标准 模型 必然 也 是 Th gz 的 模型 . 因此 , 它们 也 有 标准 部 分 , 以 及 一 些 2 
链 , 但 2 链 间 的 大 小 顺序 不 再 是 任意 的 了 . 设 由 是 Th %a 的 非 标准 模型 , 序 关 系 <” 诱导 
出 2 链 集合 中 良 定义 的 序 关系 (见习 题 3). 我 们 断言 : 不 存在 最 大 的 2 链 , 也 不 存在 最 小 的 
2 链 ,并且 在 任意 两 个 2 链 之 间 一 定 存 在 着 另外 一 个 2 链 . 概括 地 说 ， 其 原因 主要 是 : 如 


果 a 属 于 某 个 Z 链 ( 即 a 是 义 的 一 个 无 限 元 ), 则 a+* a 必然 位 于 一 个 更 大 的 2 链 中 . 而 且 


一 定 存在 一 个 5 使 得 6+%b 是 a 或 a 的 后 继 ; 5 一 定位 于 一 个 更 小 的 2 链 中 . 若 al, oa 属于 
不 同 的 2 链 , 则 一 定 存在 一 个 b 使 得 5+*“b 是 ai +&% oo 或 它 的 后 继 . 这 样 , 上 即位 于 a1, aa 
的 Z 链 之 间 的 2 链 中 . (这 有 自理 由 似乎 很 难 理解 有 兴趣 研究 无 穷 大 数 的 读者 可 以 试 着 补充 
其 中 的 细节 . ) 

* 定 理 32E(Presburger, 1929) 结构 M4 = (N;0,5, <, 十 ) 的 理论 是 可 判定 的 . 

这 个 定理 的 证 明 也 是 建立 在 量词 消去 的 基础 上 . Ms 理论 本 身 不 能 实现 量词 消去 , 比如 ， 
定义 偶数 集 的 公式 

3yv1 =y+y 
不 等 价 于 任何 无 量词 公式 . 为 了 克服 这 个 困难 ,我 们 增加 一 个 新 的 符号 =2， 表示 模 2 的 同 
余 关 系 . 类 似 地 , 我 们 增加 =a, =4, …. 那么 , 这 个 扩展 语言 的 结构 为 
N= = (N; 0, 5, <， 十 ,三 2, 三 3)'， “)， 


其 中 =x 表示 模 的 二 元 同 余 关 系 . 事实 表明 , 该 结构 的 理论 的 确 满足 量词 消去 . 
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虽然 这 并 不 意味 着 任意 结构 的 理论 都 是 可 判定 的 ,但 毕竟 我 们 可 以 从 任意 一 个 结构 出 
发 , 一步 一 步 添加 新 的 关系 ， 直 到 添加 后 的 结构 实现 量词 消去 为 止 . 为 了 证 明 可 判定 性 ,对 
于 给 定 的 句子 o, 我 们 必须 (1) 能 行 地 找到 一 个 无 量词 公式 o', (2) 判定 o' 是 否 是 真 的 . 

现在 , 我 们 要 给 出 Th 和 = 的 量词 消去 过 程 . 对 于 一 个 项 t 和 自然 数 n, nt 表示 nn 个 
相 加 ， 即 项 t+t.… 十 t, 0t 为 0. 那么 , 任意 一 个 项 可 以 写成 以 下 形式 


S"o0 + nizit + nik, 
其 中 大 > 0, ni > 0(zi 是 变 元 ). 例如 ， 
S(z+S0)+Sy 
可 以 写成 
S30+z+y. 


按照 惯例 ， 我们 仍 从 公式 3y(B1 入 … 人 入 Bn) 开始 ， 其 中 Bi; 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否 
定 . 
(1) 消去 否定 号 . 我 们 用 人 <toVto < 二 ) 代替 一 ( 纪 =t2), 用 人 = 轨 vV 妇 < 二 ) 代替 
一 (ti < t2). 同时 用 
t1 Em to + SIOV :Vt nm to + S™-10. 
代替 ~ 全 三 mr t2). 则 原 公 式 可 以 重组 为 以 下 形式 
3y(ai A 入 am)， 


其 中 ai 为 原子 公式 . 和 前 面 一 样 ,我 们 可 以 进一步 假设 , y 在 每 一 个 ai 中 出 现 ,， 且 实际 上 
oi 必 为 下 列 4 种 形式 之 一 : 
ny+t= 1 
ny + t=m u, 
ny+t< uu, 
u< nytt, 


其 中 和 为 不 含 y 的 项 . 在 下 面 的 叙述 中 , 我 们 将 用 减 号 改写 上 面 的 公式 : 
ny= wu-t, 
ny 三 mu —t, 
ny< wu-t, 
4 一 志 < ny. 
这 仅仅 是 利用 减 号 移动 了 某 些 项 的 位 置 而 得 到 的 . 
例如 ,我们 有 下 面 的 公式 


3y(w < yA2y < 余人 A3y < vAY = t), 


其 中 己 wWuw 和 ww 是 不 含 y 的 项 . 
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(2) 统一 y 的 系数 . 设 是 y 的 系数 的 最 小 公 倍数 . 无 论 是 等 式 还 是 不 等 式 ,通过 乘 以 
适当 的 因子 , 每 个 原子 公式 中 y 的 系数 都 可 变 为 p. 对 于 同 余 关 系 , 我 们 必须 记 住 : 
QEmb ji 这 Ka 三 km kb. 
在 上 面 的 例子 中 , p 为 12, 我 们 有 
3y(3w < 12y 入 12y < 6u 入 12y < 4v 入 12y =36 12t). 
(3) 消去 y 的 系数 . 用 z 代替 py, 同时 增加 一 个 新 的 合 取 项 > =p 0. (不 用 3 约 … 12y … 
而 等 价 有 : 存在 12 的 倍数 zx 使 得 …z.….”) 这 样 , 我 们 的 例子 进一步 转化 为 
3r(3w <TAT<buAzr < vAz = 12tAzx 三 12 0). 
(4) 特殊 情况 . 如 果 有 一 个 原子 公式 是 等 式 x 十 t= wu, 那么 我 们 就 用 
07_,At <u. 
代替 3z6. 这 里 用 “w 一 t” 来 代 灶 x 是 很 自然 的 , 我 们 通过 移 项 保证 减 号 出 现 . 例如 ， 
(z =m v)?_, PT w=m vt+t. 
(5) 从 现在 起 , 我 们 可 以 保证 = 不 出 现 . 因此 , 我 们 有 下 面 形 式 的 公式 


3z[ro 一 so<ZA:…AT_lI 一 3_1<Z 
AT<to—“uA...AT<t i Uk 
和 人 2 三 mo V0 一 WO 人 :A 人 ZZ 三 m。1 Un-l 一 wn—1], 
其 中 ri si,ti, tis vi 和 wi 为 不 含 z 的 项 . 这 个 公式 可 以 简写 为 
3z| An-s; <zAAz<t-un A ram um 一 ol 
了 <1 i<k i<n 
如 果 没 有 同 余 等 价 类 ( 即 n= 0), 则 上 式 表 明 在 上 界 和 下 界 之 间 存 在 一 个 非 负 的 元 素 . 我 
们 用 下 面 的 无 量词 公式 来 代替 上 式 : 
人 人 (一 sj)+8S0< 到 一 和 A 人 0< 到 一 好 
i<kj<l i<k 
设 M 是 模 mo,… ,mn-1 的 最 小 公 倍 数 , 则 a + M =m, a. 因此 , 随 着 a 的 增 大 , a 模 
mo,"… , mn-1 的 余数 形式 有 周期 M. 这 样 , 为 了 找到 同 余 等 价 类 的 解 , 我 们 只 需要 在 M 个 
连续 的 整数 中 寻找 就 够 了 . 
现在 就 有 一 个 公式 表达 ， 存 在 一 个 自然 数 ， 它 不 小 于 某 些 下 界 L1,… ,三 ， 且 满足 某 些 
上 界 和 某 些 同 余 等 价 类 . 如 果 这 个 数 存在 , 则 必 是 下 列 数 之 一 : 
LyLit+l,... ,D+M-1, 
L2,L2+1,...,L2+ MD—1, 


LiLit+1,::..,L+MD-1, 
0,1,..….,M—1. 
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(考虑 到 每 个 厂 ; 是 负数 的 情况 , 我 们 添加 了 最 后 一 行 . 为 了 避免 把 这 一 行 作 为 特例 ,我 们 增 
加 了 一 个 新 的 下 界 0. 即 令 ri = 0, si = SO 使 得 


人 一 SI 区 


是 公式 0 < x 十 S0, 这 保证 x 是 非 负 的 . 现在 我 们 有 了 《十 1 个 下 界 . ) 
我 们 的 公式 (保证 zx 的 解 的 存在 性 ) 现在 可 以 改写 成 一 个 无 基 词 的 析 取 式 ， 这 个 式 子 说 
明 上 面 矩 阵 中 的 一 个 数 是 非 负 解 . 
V V [Ari-s < (r;—s;)+S°0 
jslilgsagM i<! 
人 A 5 让 + SI0<ti— ui 
i<k 
入 A — 8;) + S20 =m, vi 一 ui 
i<n 
在 给 x 增加 了 新 的 下 界 之 后 ， 上 面 的 例子 可 以 进一步 写成 


3z(3w<zZA0<z+S0Az<6uAzZz<4uAz=36 12t 入 Z 三 12 0)， 


200| 元 量词 等 价 式 是 72 个 合 取 式 的 析 取 , 每 个 合 取 式 有 6 个 组 成 部 分 . 

到 此 , 我们 证 明了 定理 的 一 半 . 上 述 过 程 告诉 我 们 ,如果 给 定 句子 oa, 怎样 能 行 地 找到 
一 个 无 量词 公式 7 (在 语言 ms 中 ), 使 得 7 是 真 的 (在 考虑 的 结构 中 ) 当 且 仅 当 c 是 真 的 . 下 
面 我 们 要 判定 > 是 否 是 真 的 . 

这 实际 上 很 简单 ,我 们 只 需要 考虑 原子 句 . 任何 一 个 无 变 元 的 项 可 以 用 S"0 来 表示 . 例 
如 ， 

S"0 三 m S20 

是 真 的 当 且 仅 当 n =m p. [i 


这 样 , 我 们 给 出 了 Th ma 的 判定 过 程 . 然而 , 1974 年 Michael Fischer 和 Michael Rabin 
证 明了 : 对 于 太 长 的 公式 , 足够 快 并 且 能 行 的 判定 过 程 是 不 存在 的 . 

对 于 某 个 自然 数 集合 D, 如 果 对 于 某 个 正 数 p, 使 得 对 于 任意 的 数 n, n 属于 D 当 且 仪 
当 nn 十 p 属 于 DD, 则 我 们 称 D 是 周期 的 . 称 D 是 终 周期 的 当 且 仅 当 如 果 存 在 一 个 正 数 M 和 
p 使 得 , 对 于 所 有 比 M 大 的 数 n, ne DD 当日 仅 当 n 二 p€ DD. 


定理 32F 一 个 自然 数 集合 在 (Ni 0, 9, <,+) 中 是 可 定义 的 当 且 仅 当 它 是 终 周期 的 . 


证 明 习题 1 证 明了 每 个 终 周期 的 集合 都 是 可 定义 的 , 另 一 方面 , 我 们 假设 D 是 可 定 
义 的 , 则 DD 在 FP 中 可 以 由 一 个 无 量词 公式 定义 (公式 中 只 有 唯一 一 个 变 元 1). 由 于 所 有 
终 周 期 的 集合 在 并 、 交 和 补 运算 下 是 封闭 的 ， 因此 , 我 们 只 需要 证 明 : 在 只 含有 变 元 v1 的 
m= 的 语言 中 , 每 个 原子 公式 都 定义 了 一 个 终 周期 集合 . 我 们 要 考虑 下 列 4 种 可 能 : 

nvit+t+= %, 
01 十 过 < uu, 
4 < nvi+t, 


Nv1 十 过 三 mm 2 
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其 中 心 和 上 上 是 数字 . 前 两 个 公式 定义 了 有 限 集 合 (其 终 周 期 为 1), 第 3 个 公式 定义 一 个 有 有 


限 补 集 的 集合 ， 最 后 一 个 公式 则 定义 了 一 个 周期 为 m 的 周期 集合 . 台 
推论 32G ”乘法 关系 {(m,n,p)lp = mn,p,m,n € N} 在 (N;0,5,<, 十 ) 中 不 是 可 定义 
的 . | 
证 明 如 果 我 们 能 够 定义 乘法 , 那么 就 能 利用 它 来 定义 平方 数 的 集合 . 但 平方 数 的 集合 
不 是 终 周期 的 . 四 
习题 


1. 证 明 : 任意 自然 数 的 终 周期 集合 在 结构 RMa 中 是 可 定义 的 . 
2. 证 明 : 在 结构 (Ni; +) 中 ,下列 关系 是 可 定义 的 . 
(a) 序 关系 ，{(m m)lmm < n}. 
(b) 零 , {0}. 
(0) 后 继 , {m,n)|n = S(m)}. 
3. 设 义 是 Th Mz 的 模型 (或 4r 的 模型 ). 对 于 | 处 | 中 的 元 素 a 和 b, 定义 等 价 关系 : 
a ~b 兮 a,b 中 的 一 个 通过 SY 的 有 限 次 作用 之 后 能 成 为 男 一 个 . 
令 [a] 表示 a 所 在 的 等 价 类 ， 则 等 价 类 间 的 序 关系 如 下 定义 : 
[ol <[ 证 a<s bb 和 axwb. 


证 明 :, 这 个 等 价 类 集合 上 的 序 关 系 是 良 定义 的 . 
4. 证 明 : 带 有 通常 序 关系 的 实数 理论 Th(R; <) 实现 量词 消去 . (假设 语言 包含 等 号 . ) 


3.3 ”数论 的 子 理论 


我 们 现在 回 到 3.0 节 中 所 述 的 数论 完全 语言 ,语言 中 的 参数 有 Yv, 0, S, <, +,，: 和 孔 . 
这 个 语言 的 结构 为 
MN = (N;0, 5, <, +, ., EB). 
实际 上 , 在 (N;…, 殖 ) 中 我 们 可 以 定义 {0}, 5, < 和 十 . (见习 题 1. ) 在 3.8 节 中 我 们 将 证 
明 , 在 (Ni+,') 中 , 除了 可 以 定义 0,5 和 < 之 外 , 我 们 同样 可 以 定义 瓦 . 因此 , 我 们 可 以 省 
略 其 中 的 一 些 参数 . 但 我 们 保留 所 有 的 参数 (特别 是 EE) 是 为 了 简化 后 面 的 一 些 证 明 . 
我 们 将 要 看 到 , Th % 是 一 个 非常 强 的 理论 , 它 既 不 可 判定 也 不 可 公理 化 . 为 了 证 明 这 一 
事实 (及 一 些 相 关 结 果 ), 我 们 首先 有 针对 性 地 选取 了 Th % 的 一 个 子 理论 , 它 是 可 以 有 限 公 
理化 的 . 正如 3.0 节 中 所 示 , 这 个 子 理论 必须 能 够 给 出 可 判定 集 . 我 们 选取 的 这 个 子 理论 是 |202 
Cn hE, 这 里 4g 包含 下 列 11 个 句子 的 集合 . ( 同 前 一 节 一 样 , z < yvVx =y 简写 为 z < y. ) 
3.3.1 公理 集 Ap 
Vz Srz0 (S1) 
Vxvy (ST=Sy—7=Y) (S2) 
Vrvy (rr<Syom7rz<Yy) (L1) 
Vz (zx #0) ( 
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Vrvy (<yVT=YyVY< ZX) (L3) 
Vx T+0=7 | (Al) 
vYzvy 7X+Sy=S(r+y) (A2) 
Vz zx.:0=0 (M1) 
Vivy X'SYy=7X:Yy+zx (M2) 
Vz zE0 = S0 (E1) 
Vrvy rESy = ZEY .2 (E2) 


由 于 NN 是 hg 的 模型 ,因此 Cn Agp c Th m. 但 此 处 的 等 号 不 成 立 (我 们 将 在 3.5 节 中 
证 明 ). 实际 上 , 不 成 立 的 原因 是 Apv83, 其 中 83 是 句子 Vy(y #0 一 3zy = Sz) 

前 5 个 句子 给 出 了 一 些 关于 S 和 < 的 公理 , 它们 在 上 一 节 中 是 很 有 用 的 . 但 这 些 并 不 
是 全 部 的 公理 . 剩余 的 6 条 公理 是 描述 加 法 , 乘法 和 筷 乘 的 “递归 ”公式 . 

我 们 首先 证 明 Th % 中 的 某 些 简单 句子 可 以 从 hs 中 推出 . 


3| 理 33A (a) Apt Yzz 0. 
(b) 对 于 任意 自然 数 人 ， 


4pHyzlz < St10 r= SI0V...Vz= S*0). 


我 们 注意 到 , (a) 可 以 看 作 情 形 (b) 中 当 大 = -1 时 的 特例 , 若 其 中 没有 析 取 项 则 取 为 1. 
这 个 引 理 告 诉 我 们 4 “知道 小 于 天 的 数 有 多 少 个 , 比如, 它 知道 小 于 7 的 数 是 0,1,2,3,4,5,6. 
因此 , 在 4g 的 任意 模型 中 , 标准 点 一 一 能 够 用 5*0 表示 的 数 一 一 以 自然 的 方式 排列 . 如 果 
存在 无 穷 大 点 ， 则 无 穷 大 点 (L3) 大 于 任何 一 个 标准 点 . 

证 明 (a) 就 是 L2. 为 了 证 明 (b), 我 们 对 上 进行 归纳 . 我 们 有 下 面 的 式 子 作为 L1 的 
结果 : 


Z<8S0 一 7Z<0vz=0， 


再 加 上 L2, 我 们 有 
Z<8S0 一 2Z=0， 


这 是 情形 (b) 中 当 大 = 0 的 情况 . 在 接 下 去 的 归纳 中 , 我 们 仍然 利用 L1: 
z<Se+l0 必 zx<Sk0vz=Sx0. 
根据 归纳 假设 , x < S*0 可 以 用 下 面 的 公式 代替 : 
zZ 一 S00vV.….Vz= S10, 
这 样 就 能 得 到 (b). 
引 理 33B 对 于 任意 无 变 元 项 t, 存在 唯一 的 自然 数 n, 使 得 
A Ft=S"0. 


证 明 唯一 性 是 显然 的 . (为 什么 ? 因为 只 能 存在 一 个 n, 使 得 上 = S"0 在 RH 中 为 真 . ) 
为 了 证 明 存 在 性 , 我 们 对 t 进行 归纳 . 如 果 上 为 0, 我 们 取 n=0. 如 果 上 为 Su, 那么 根据 归 
纳 假设 ， 对 于 某 个 mm, 有 Ap 上 t= Sm"™0, 进而 , Ap 上 -t= Sm+10. 
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现在 假设 上 是 wi 十 u2. 根据 归纳 假设 , 对 于 m 和 n, 有 4e Ht= Sm0+S"0. 我 们 现在 
反复 利用 A2 n 次 , 最 后 利用 1 次 AL, 就 得 到 4p Ft = Sm+"0. 乘法 和 短 乘 的 证 明 类 似 . 二 


作为 这 个 引 理 的 特例 , “2+2=4”( 即 S"0+ S20 = S40) 就 是 4 的 结果 . 4p 至 少 能 够 计 
算出 无 变 元 项 的 值 ， 当 然 , 上 面 的 证 明说 明 的 问题 不 止 这 些 . 对 于 无 变 元 项 t, 它 还 给 出 了 
精确 的 方法 去 能 行 地 寻找 唯一 的 n 使 得 Ag 上 - t= S”0. 


定理 33C ”对 于 任意 在 负 中 为 真 的 无 基 词 句子 r，4z FF 7. 

证 明 见习 题 2. 从 原子 公式 开始 考虑 , 对 于 无 变 元 项 ti 和 妃 , 原子 公式 具有 形式 t1 = to 
或 二 < 2. 证 明 如 果 7 在 外 中 为 真 , 则 hs 能 推出 7; 如 果 7 在 外 中 为 假 , 则 hs 拒绝 r( 即 
推出 一 7). | 


接 下 来 , 通过 允许 7 含有 “有 界 其 词 ”, 我 们 进一步 推广 了 定理 33C; 见 定理 33I. 
我 们 将 采用 一 种 简单 的 记 法 来 表示 替换 (在 2.7 节 中 已 经 用 过 ), 这 在 接 下 来 的 叙述 中 是 
非常 有 帮助 的 : 


P(t)= pe， 
plti,t2)= (p81 )t, 


等 等 . 这 里 , yp = p(w1) = p(v1,v2). 通常 替换 项 为 数字 , 例如 
#(S°0, S°0) = (p80)%o: 


但 有 时 我 们 也 用 其 他 的 项 代入 , 如 , w(z) = yp， 其 中 xz 是 变 元 . 然而 , 如 果 yp 中 的 vi 不 能 
用 z 替换 , 我 们 就 必须 取 w(z) = w2!， 其 中 水 是 y 合适 的 字母 变换 式 . 

在 下 面 的 证 明 中 (本 章 的 另 一 处 ) 我 们 将 用 到 2.5 节 中 替换 引 理 的 结果 : 设 公式 p 至 多 
有 1,… ,vn 是 自由 变 元 , a1,… ,an 是 自然 数 ， 则 | 


Fo ofo ,an] 全 Fom p(S°0,... ,S°"0). 


一 个 存在 (31) 公式 是 指 具 有 形式 如 3zl …'3zkg 的 公式 , 其 中 0 为 无 量词 公式 . 下 面 的 
结果 是 定理 33C 的 推广 ， 
推论 33D 若 7 是 % 中 为 真 的 存在 句 , 则 4 F 7. 


证 明 如 果 3v13w29 在 NN 中 为 真 , 那么 存在 自然 数 m,n, 使 得 0(S™0,S"0) 在 名 中 为 
真 . 由 于 这 是 个 无 量词 的 真 句子 , 因此 , 它 可 从 45 中 推出 . 但 4 在 逻辑 上 可 以 一 步 步 推 
出 3v13v20. 中 


另 一 方面 , 我 们 知道 存在 为 真 的 全 称 (v1) 公式 ( 即 形式 Vz1,.… ,Yzk9, 9 为 无 量词 ), 它 
们 不 在 Cn hg 中 ， 


3.3.2 ”可 表示 关系 


设 呈 是 N 上 的 m 元 关系 , 即 RCN™. 我 们 已 经 知道 , 公式 p( 其 中 只 有 v1,… ,vm 是 
自由 变 元 ) 在 外 中 定义 玉 当 且 仅 当 对 于 N 中 任意 的 a1,… ,am， 


204 
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(ai ,am)E 玉 会 Fopofla an] 
© Fm p(Se0,…… ,Som0). 
(后 两 个 条 件 等 价 是 根据 替换 引 理 . ) 我 们 可 以 把 上 述 结果 写成 两 个 理 涵 式 ， 
(al ,Qam) E RFnp(S"0,...,S°™"O0). 
(a sam) ¢ RS Fn ~ p(S™0,... ,Sm0). 
如 果 在 这 两 个 蕴涵 式 中 ,“ 在 名 中 为 真 ”的 概念 可 以 被 更 强 的 概念 “从 hE 中 推出 ”取代 , 我 
们 称 p 在 理论 Cn hg 中 可 以 表示 RR. 
一 般 地 说 , 设 工 是 含有 0 和 S 语言 中 的 任意 一 个 理论 , 则 p 在 TT 中 表示 尽 当 且 仅 当 对 
于 时 中 每 一 个 1, sam: 
(ai ,Qam) ER p(S"0,.….,S°™"0) ET 
(ai ,QAm) ¢ RS (~ p(S"0,...,S™"0)) eT. 
例如 , p 在 理论 Th RM 中 表示 R 当 且 仅 当 p 在 外 中 定义 R. 但 p 在 Cn 45 中 表示 R 当 且 
仅 当 对 于 所 有 的 @1,… ,am: 
(ai ,am)E 忆 全 45HF0(S20 ,Sm0)， 
(ai ,Qam) ¢ R=>AgpHF-— p(S"0,.….,S°™"0). 
比如 , N 上 的 等 于 关系 在 Cn Ag 中 可 以 用 公式 1 = v2 表示 . 对 于 
m=n 寺 FHF S70 = S$"0, 
mn= {51,82}F- -— S™0 = S"0. 
一 个 关系 在 了 中 是 可 表示 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 公式 , 它 在 了 中 表示 该 关系 . 
我 们 有 必要 比较 一 下 可 表示 和 可 定义 这 两 个 概念 ,在 这 两 个 概念 中 ， 我们 都 是 用 公式 
来 描述 自然 数 之 间 的 关系 . 对 于 可 定义 性 , 我 们 关心 的 是 句子 的 解释 是 否 是 真 的 ; 而 对 于 在 
Cn 45 中 可 表示 , 我 们 关心 的 是 句子 是 否 能 从 公理 推出 ， 
设 公式 p 中 只 及,… ,vm 是 自由 变 元 , 我 们 称 由 4z 数 字 确定 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
的 自然 数 a1,… ,am, 或 者 
4PH p(S°0,...,S°"0) 
或 者 
AgpHF-— Pp(S°0,:.. ,S°™"O) 


定理 33E 公式 p 在 Cn hs 中 表示 关系 RR 当 且 仅 当 
(1) p 由 hE 数字 确定 , 且 
(2) p 在 外 中 定义 RE. 
证 明 首先 我 们 要 明确 的 事实 是 , NM 是 hg 的 模型 . 如 果 p 在 Cn 4 中 表示 R, 则 (1) 
显然 成 立 ; 由 于 “hp F” 列 含 “Fm”, 因此 , (2) 成 立 . 另 一 方面 , 如 果 (1) 和 (2) 成 立 , 则 有 
(al ,am) € RFn p(S™0,... ,S°"0) 根据 (2) 
全 45 上 0(S0,… ,Sm0) 因为 名 是 hg 的 模型 
> AgpH p(S°10,... ,Som0) 根据 (1) 
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对 于 RR 和 一 p 的 补 , 情况 类 似 . 


3.3.3 ” 丘 奇 论题 
我 们 现在 关注 可 表示 性 和 可 判定 性 之 间 的 关系 . 


* 定 理 33F 设 了 是 一 个 可 公理 化 的 和 谐 理论 , R 在 了 中 可 表示 , 则 R 是 可 判定 的 . 

证 明 设 o 在 可 公理 化 的 和 谐 理论 了 中 表示 R, 我 们 已 经 知道 了 是 能 行 可 枚 举 的 ( 推 
论 25F). 则 R 的 判定 过 程 如 下 : 

设 q1,… ,am 是 了 中 元 素 的 枚 举 ， 如果 p(S”10,… ,Sm0) 在 这 一 枚 举 中 ， 则 
(al ,Qm) < RR， 判 定 过 程 结 束 ; 若 一 p(S”0,… ,Se™0) 在 这 一 枚 举 中 ， 则 (a1,… ,am) 
#4 RR， 判定 过 程 结束 . 

根据 可 表示 性 , 一 个 句子 或 其 否定 总 会 出 现 , 因此 , 判定 过 程 会 结束 . 因为 了 是 和 谐 的 ， 
所 以 由 判定 过 程 给 出 的 答案 是 正确 的 . 呈 


* 推 论 33G 设 工 是 一 个 可 有 限 公 理化 的 和 谐 理 论 , 则 任意 在 该 理论 中 可 表示 的 关系 
都 是 可 判定 的 . 


上 述 推论 的 逆 命 题 是 什么 ? 我 们 不 能 证 明 该 推论 的 逆 命 题 , 因为 可 判定 性 的 概念 是 不 正 
规 的 . 我 们 所 掌握 的 不 正规 方法 只 能 够 给 出 可 判定 关系 类 的 下 界 ( 即 证 明 某 些 关 系 是 可 判定 
的 )， 却 不 能 给 出 上 界 ( 即 证 明 不 可 判定 性 )， 

不 过 ， 我 们 还 是 有 必要 做 一 些 有 用 的 讨论 来 支持 这 个 逆 命题 的 正确 性 . 这 将 在 学 习 完 
3.4 节 之 后 进行 , 那 时 讨论 要 比 现在 容易 些 . 概括 地 说 , 其 中 的 主要 思想 是 , 我 们 能 从 有 限 的 
公理 中 找 出 判定 过 程 所 要 的 (有 限 长 ) 指令 . 

上 面 的 推论 及 推论 的 逆 命 题 被 称 为 丘 奇 论题 . 这 一 论题 与 其 说 是 真正 意义 上 的 数学 论 
题 一 一 能 够 证 明 或 不 能 证 明 , 不 如 说 是 一 个 判断 . 它 表明 , 在 一 个 可 有 限 公 理化 的 和 谐 理论 
中 ,可 判定 这 个 非 正 规 的 概念 的 形式 化 依赖 于 可 表示 这 个 概念 . 


定义 ”自然 数 上 的 关系 R 是 递归 的 ， 当 上 且 仅 当 RR 在 某 个 有 限 可 公理 化 的 和 谐 理 论 (在 
含有 0 和 S 的 语言 中 ) 中 可 表示 . 


丘 奇 论题 可 以 简洁 地 表达 为 , 一 个 关系 是 可 判定 的 当 且 仅 当 它 是 递归 . 或 者 更 精确 地 说 ， 
递归 是 可 判定 这 个 概念 的 准确 表述 . 这 和 我 们 在 微 积分 中 遇 到 的 情况 很 类 似 . 直观 上 看 , ( 定 
义 在 一 个 区 间 上 的 ) 连续 函数 是 一 笔 可 以 画 成 的 图 . 但 在 证 明定 理 时 , 我 们 还 是 需要 这 个 概 
念 的 形式 表述 . 因此 , 常用 的 e-6 连续 的 概念 就 出 现 了 . 有 人 会 问 , e-6 连续 是 不 是 直观 上 的 
连续 的 准确 表述 呢 ? 实际 上 , s-6 连续 的 函数 有 很 多 , 还 包括 处 处 不 可 微 的 函数 , 而 这 种 泣 数 
的 图 像 不 是 一 笔 可 以 画 出 的 . 但 不 管 精确 与 否 , 连续 函数 成 为 数学 分 析 中 很 自然 也 很 重要 的 
一 类 函数 . 

在 递归 这 个 定义 中 , 很 多 类 似 的 情况 也 会 发 生 . 有 人 会 问 : 递归 是 可 判定 这 个 概念 的 准 
确 表述 吗 ? 回答 是 相同 的 . 递归 所 定义 的 类 (递归 关系 ) 太 广 了 . 它 还 包括 一 些 关 系 , 这 些 关 
系 的 任何 一 个 判定 过 程 都 将 需要 太 长 计算 时 间 和 太 大 的 内 存 空间 ， 以 致 于 它们 的 判定 不 可 
能 实现 . 但 不 管 怎么 样 , 递归 关系 在 数理 逻辑 中 仍然 是 很 自然 也 很 重要 的 . 

根据 经 验 , 递归 关系 的 类 中 有 不 少 于 下 面 所 列 的 成 员 . 
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(1) 迄今 为 止 ,数学 家 们 所 找到 的 可 判定 关系 都 是 递归 的 ， 

(2) 一 些 研 究 者 试图 为 理想 化 的 计算 设备 给 出 精确 的 定义 , 其 中 最 著名 的 理想 计算 机 是 
“图 灵机 ”, 它 是 由 图 灵 (Alan Turing) 在 1936 年 提出 的 . (3.6 节 中 的 寄存 器 就 是 由 这 个 想法 
变化 而 来 的 . ) 这 个 想法 试图 要 设计 出 一 种 方法 使 得 判定 过 程 能 够 被 有 效 地 执行 , 但 无 论 怎 
样 ， 能够 被 这 些 计 算 机 执行 判定 过 程 的 关系 恰好 都 是 递归 关系 . (由 于 图 灵 分 析 在 能 行 计算 
中 发 挥 重要 的 作用 ,所 以 丘 奇 论题 经 常 被 称 为 壬 奇 - 图 灵 论 题 . ) 

现在 , 递归 关系 有 许多 不 同 (但 等 价 ) 的 定义 ,这 一 事实 也 显示 了 这 一 概念 的 重要 性 和 
自然 性 . 

本 书 中 , 我 们 在 没有 星 号 的 定理 中 将 不 再 使 用 可 判定 性 这 个 不 正规 的 定义 , 但 在 其 他 部 
分 ,我 们 仍然 接受 丘 奇 论题 . 比如 ， 当 一 个 定理 描述 某 个 集合 是 非 递归 的 时 ,我 们 就 称 这 个 
集合 是 不 可 判定 的 . 

任意 在 Cn AE 中 可 表示 的 关系 显然 是 递归 的 , 后 面 我 们 将 证 明 反 过 来 也 是 对 的 . 如 果 
一 个 关系 在 任意 一 个 可 有 限 公理 化 的 和 谐 理 论 中 可 表示 ， 那 么 它 在 我 们 选 定 研究 的 理论 中 
是 可 表示 的 . (当然 , 在 我 们 的 选择 过 程 中 , 这 是 一 个 激发 因素 . ) 

“递归 ”这 个 词 的 使 用 是 由 历史 上 的 意外 事件 造成 的 一 一 甚至 可 以 说 是 历史 上 的 错误 . . 
近来 , 一 些 数学 家 认为 “可 计算 性 ” 要 比 “ 递 归 ” 更 接近 概念 的 原意 . 但 在 现在 的 文章 中 “可 
计算 性 ” 用 来 指 另 一 个 我 们 即将 给 出 的 非 正规 概念 . 对 于 关系 , 我 们 有 可 判定 这 一 非 正规 的 
概念 ; 对 于 函数 ,相似 的 概念 即 为 可 计算 性 . (作为 简写 符号 , 符号 串 a1,… , ax 简 记 作 2. ) 


* 定 义 函数 f :N* 一 N 是 可 计算 的 , 当 旧 仅 当 对 于 给 定 的 上 元 自然 数组 也 存在 一 个 
能 行 的 过 程 给 出 f(a) 的 值 . 


例如 ,加 法 和 乘法 是 可 计算 的 . 在 十 进 制 情 况 下 , 计算 加 法 和 乘法 的 能 行 过 程 在 小 学 就 
已 经 教 过 ， (严格 地 说 ,在 可 计算 性 的 概念 中 ,我 们 研究 的 是 数字 ,而 不 是 数 . 因为 正 是 数 
字 , 像 317 或 XCI 这 样 的 符号 串 , 可 以 互 现 转换 . 虽然 如 此 , 我 们 并 不 强调 这 一 点 . ) 另 一 
方面 , 从 N* 到 N 的 函数 有 不 可 数 多 个 , 其 中 只 有 可 数 多 个 是 可 计算 的 , 因为 只 存在 可 数 多 
个 能 行 的 过 程 . 

和 判定 关系 一 样 , 我 们 希望 给 出 可 计算 性 这 个 非 正规 概念 的 数学 化 定义 , 我们 将 在 下 一 
个 定理 中 讨论 这 个 问题 . 我 们 已 经 知道 任意 一 个 函数 了 : N* 一 N 也 可 看 作 N 上 的 (K+1) 元 
关系 : 


(al …… ,ap,b) Ef <—> al ,Qak) 三洲. 


我 们 曾经 把 函数 和 关系 区 别 对 待 (我 们 把 关系 称 作 函数 的 图 )， 但 在 当今 的 集合 论 中 ,两 者 
是 没有 区 别 的 . 当然 ,我 们 仍然 可 以 用 两 种 方式 来 看 待 函数 . 


* 定 理 33H 设 f :N* 一 NN 是 一 个 函数 , 则 下 列 3 个 论述 等 价 : 

(a) f 是 可 计算 的 . 

(b) 当 将 了 看 作 一 个 关系 时 , f 是 可 判定 的 关系 . 

(c) 当 将 f 看 作 一 个 关系 时 , j 是 能 行 可 枚 举 的 关系 . 

证 明 (a) 坊 (b): 假设 f 是 可 计算 的 ; 我 们 要 描述 判定 过 程 . 给 定 (a1,…, ax,5) 首先 计 
算 f(a1,…,ak), 然后 看 这 个 结果 是 否 等 于 5b. 如 果 是 , f 是 可 判定 的 , 否则 就 是 不 可 判定 的 . 

(b) 坊 (c): 任意 一 个 可 判定 的 关系 是 能 行 可 枚 举 的 . 因为 我 们 可 以 列 出 所 有 (k 十 1) 元 数 
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组 , 在 输出 位 置 上 列 出 符合 关系 的 元 . 

(c) 壤 (a): 假设 我 们 已 有 f( 的 图 ) 的 能 行 枚 举 . 为 了 计算 f(a1,… ,ax), 我 们 逐个 检验 枚 
举 出 来 的 (k 十 1) 元 组 , 直到 我 们 找到 以 a1,… ,ok 为 开始 的 那 一 组 . 它 的 最 后 一 个 分 量 就 是 
我 们 所 要 找 的 函数 值 . 莉 


这 样 ,根据 丘 奇 论题 我 们 可 以 说 , f 是 可 计算 的 当 且 仅 当 f( 看 作 是 关系 ) 是 递归 的 . 即 
使 我 们 不 考虑 递归 函数 类 与 不 完全 性 定理 的 关系 , 它 仍然 是 一 类 有 趣 的 研究 对 象 . 递归 函数 
类 代表 了 能 被 计算 机 程序 所 计算 的 函数 类 的 上 界 . 如 果 我 们 不 考虑 计算 时 间 和 内 存 空间 , 递 
归 函 数 就 是 能 被 计算 机 计算 的 函数 . 

现在 我 们 来 叙述 这 一 节 和 下 一 节 的 计划 ,我 们 的 根本 目的 是 为 了 得 到 3.5 节 中 的 定理 . 


但 在 证 明 这 些 定理 之 前 , 我 们 需要 做 一 些 准 备 工 作 ; 证 明 一 些 (直观 上 可 判定 ) 关系 和 (直观 ， 


上 可 计算 ) 函数 在 Cn hg 中 是 可 表示 的 ， 当然, 它们 进而 是 递归 的 . 在 这 个 过 程 中 , 我 们 将 
证 明 (定理 34A) 在 Cnhs 中 的 递归 等 价 于 可 表示 . 本 节 还 要 证 明 一 些 与 可 表示 性 有 关 的 基 
本 事实 ， 比 如 要 证 明 , 把 有 限 数字 序列 转化 为 一 个 单一 的 数字 的 函数 是 可 表示 的 . 在 3.4 节 
中 , 我 们 将 把 这 些 结果 运用 到 一 些 特殊 的 关系 和 函数 上 , 这 些 关 系 和 函数 与 形式 语言 的 语法 
特征 有 关 . 

作者 清楚 地 知道 , 大 家 对 3.5 节 中 的 定理 的 兴趣 要 比 学 习 基础 知识 大 得 多 . 如 果 大 家 相 
信 , 在 Cn hs 中 , 直观 上 可 判定 的 关系 都 是 可 表示 的 ， 并 且 直 观 上 可 计算 的 函数 也 是 可 函 
数 表示 的 (将 要 定义 的 概念 ), 那么 , 基础 知识 部 分 的 证 明 ， 即 使 不 是 全 部 , 大 部 分 就 变 得 没 
有 必要 了 . 但 我 们 希望 大 家 仍 要 注意 与 这 些 结果 相关 的 定义 和 结论 . 


3.3.4 ” 按 数字 确定 的 公式 


定理 33E 说 明 , 对 于 在 Cn hz 中 可 表示 的 关系 , 我 们 可 以 在 多 中 找到 定义 该 关系 的 公 
式 并 且 它 可 由 hp 数字 确定 . 下 面 的 定理 为 介绍 数字 确定 打下 基础 . 


定理 33I (a) 任意 的 原子 公式 是 由 AE 数字 确定 的 . 

(b) 如 果 wp 和 少 由 hs 数字 确定 , 则 ~ 和 一 也 由 hp 数字 确定 . 

(c) 如 果 p 由 hg 数字 确定 ， 则 下 列 的 公式 也 由 hE 数字 确定 (通过 对 yp 添加 “有 界 
其 词 * )， 


Vz(z < Yo 9), 
3z(z < yA yp). 
证 明 (a) 可 从 定理 33C 得 到 , (b) 是 显然 的 , 我 们 只 需 证 明 (c). 我 们 考虑 公式 
3z(C <yAoep(z yz)) 
其 中 只 有 变 元 y 和 z 是 自由 的 . 对 于 任意 的 自然 数 a 和 5b, 我 们 要 证 明 


AgH 3z(z < S*0 A y(x, 5°0, S$°0)) 


AgpH ~ 3r(z < S*0 和 vy(z, S$°0,S*0)). 
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情形 1: 对 于 某 个 小 于 a 的 数 c， 
4P FF po(Sc0, Sa0, Sb20). (1) 
(这 种 情形 出 现 当 且 仅 当 3z(z < S*0 A p(x,S*0, S20)) 在 % 中 为 真 . ) 还 有 
Agt S°0 < S°0. (2) 
(1)、(2) 中 的 句子 可 以 逻辑 推出 句子 
3z(z < S*0 A p(x, S°0, S°0)). 
情形 2: 对 于 每 一 个 比 a 小 的 ec， 
45 FF — p(S°0,S°0, S20). (3) 
(这 种 情形 出 现 当 且 仅 当 Yz(z < S*0 一 -p(x,S*0, St0)) 在 % 中 为 真 . ) 由 引 理 33A 可 以 知 
45HFyrzlz<S"0 一 z=S00v.…VvVz=S?" 10). (4) 
句子 (4) 和 句子 (3) 一 起 (c= 0,… ,a 一 1) 可 以 逻辑 推出 
Vz(z < S°0 一 - yp(z, S$°0, $0)). 


这 等 价 于 
-Izx(z < S*0 A yp(z, S°0, S$*0)). 

这 证 明了 3z(z < y 人 yp(x,y,z)) 是 由 hE 数字 确定 的 . 把 这 一 结果 用 在 - pw 上 , 我 们 就 
得 到 了 对 偶 公 式 Vz(x <y 一 p(z,y,z)) 也 是 由 hp 数字 确定 的 . 国 

情形 2 的 讨论 依赖 于 这 个 事实 : zx 受 S"0 的 限制 . 我 们 将 会 看 到 -~ VS20), 一 VCS10) 都 
有 可 能 是 4F 的 推论 , 而 vz- %(z) 不 是 hp 的 推论 . 

在 证 明 Cn Ag 中 许多 关系 可 表示 时 ， 上 面 的 定理 是 很 有 用 的 一 个 工具 . 例如 ， 素数 集 
可 以 用 下 面 的 公式 来 描述 

S10 <vAVez < VyYy < vo TY #0)). 


这 个 公式 定义 了 外 中 的 素数 , 并 且 根 据 上 面 的 定理 , 它 是 由 4z 数字 确定 的 . 因此 , 它 可 以 
表示 Cn hg 中 的 素数 集 . 
3.3.5 ”可 表示 函数 


在 很 多 情况 下 , 使 用 函数 要 比 用 关系 来 得 方便 . 设 f : N™ 一 N 是 自然 数 上 的 m 元 函 
数 , 公式 yp 中 只 及 ,… ,vm+1 是 自由 变 元 . 我 们 称 p( 在 Cn hg 中 ) 函数 表示 f, 当 且 仅 当 
对 于 N 中 的 每 一 mm 元 组 Q1,.*' ,QQm, 


AgF Vomrilp(S™0,.. ,S°"0, vm+1) + vm+1 = SA om)0]. 
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(这 个 句子 中 “和 一 ”方向 等 价 于 p(S”0,… ,Som0, Sn)0)， 另 一 半 “ 一 ”由 唯一 性 的 断 
言 给 出 . ) 


定理 33J 若 % 在 Cn hg 中 函数 表示 f, 则 它 在 Cn hg 中 表示 f(f 作为 一 个 关系 ). 
证 明 不 妨 设 m= 1. 由 于 2 函数 表示 f, 对 于 任意 5b, 有 


AgH p(S°0, $0) © $+0 = S/(%0. 
如 果 (a,b) & f, 即 若 f(a) = 5b, 则 该 等 价 号 右 侧 是 正确 的 ， 有 
AgF op(S°0, S20). 
另 一 方面 , 等 价 号 右 侧 却 是 被 Ag 拒绝 的 ( 即 , 它 的 否定 是 可 推出 的 ), 因此 


45 上 一 2(S"0,S20). 国 


该 定理 的 逆 命 题 不 成 立 ,， 但 我 们 可 以 修改 一 下 这 个 公式 使 它 成 立 . 


定理 33K 设 / 是 N 上 的 函数 ， 它 (作为 关系 ) 在 Cn hg 中 是 可 表示 的 . 那么 我 们 能 
找到 在 Cn hg 中 函数 表示 f 的 公式 y. 
证 明 为 了 简化 符号 , 我 们 将 f 取 成 N 上 的 一 元 孙 数 . 考虑 句子 


vv2[p(S°0, v2) 3 Sf(%0], 
它 等 价 于 以 下 两 个 句子 的 合 取 : 


p(S°0, S1(%)0) (1) 


Vvalp(S°0,v2) — v2 = $1(Y0]. (2) 


如 果 ”能 表示 f， 则 句子 (1) 是 hs 的 一 个 定理 . 句子 (2) 是 对 唯一 性 的 断言 , 我 们 必须 构 
造 出 公式 yp, 使 得 (2) 也 是 Ag 的 一 个 定理 . 
以 公式 9 表示 f( 看 作 二 元 关系 ) 为 开始 , 令 2 为 


0(v1,v2) A Vz(z < va — ~ 0(v1,2)). 
我 们 可 以 把 公式 (2) 改写 成 
Vvo[0(S°0, v2) AVz(z < v2 — ~ 0(S°0,2)) — v2 = S17(%0]. (20) 
为 了 证 明 这 个 公式 是 4g 的 定理 ,只 需要 证 明 
Ag U {0(S°0,v2), Vz(z < v2 — -0(S°0,z))} + v2 = S71(®0. 
我 们 把 这 个 假设 集合 (“FH-” 左 侧 部 分 ) 记 为 工 由 于 L3e hg, 因此 只 需要 证 明 


TH wv # SY0 (3) 
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和 和 
PTH SW0 va. (4) 
式 (4) 较 容 易 得 到 , 因为 从 工 的 后 一 部 分 我 们 能 够 得 到 
Sf(%)0 < ua — ~ 0(S°0, S71(%)0) 
并 且 , 我 们 知道 
Ag tH 9(S°0, Sf(%0). (5) 


为 了 得 到 式 (3), 首先 我 们 注意 到 hg 的 下 列 定理 ; 


v2 < SIYW0 0 vo = SOOV.. Vv = S110 (6) 
和 
~ 0(S°0,S0) ,b=0,... ,f(a)—1. (7) 
公式 (6) 和 公式 (7) 蕴涵 公式 
v2 < S10 一 - 0(S°0, v2). (8) 


由 于 9(S*0,v2) eT， 所 以 我 们 可 以 得 到 公式 (3). 

这 证 明了 公式 (2) 是 hz 的 一 个 定理 ; 公式 (5) 和 公式 (8) 同样 证 明了 公式 (1) 是 As 的 
定理 . 醒 

接 下 来 ,我 们 要 证 明 一 些 基 本 函数 (在 Cn 4 中 ) 是 可 表示 的 , 并 且 可 表示 函数 具有 某 
些 封闭 的 性 质 . 在 本 章 的 后 续 部 分 中 , 当 我 们 提 到 函数 或 关系 是 可 表示 的 时 , 是 指 它们 在 理 
论 Cn 4z 中 可 表示 , “在 Cn hg 中 ”通常 省 略 不 说 . 

我 们 看 一 个 简单 的 例子 , 一 个 m 元 函数 可 以 用 方程 


Um+l es 


来 表示 . 实际 上 ， 当 t 中 的 变 元 在 v1,… ,vm 中 时 ,任意 一 个 这 样 的 方程 都 定义 了 一 个 多 
中 的 mm 元 函数 f.(f 在 (a1,… ,am) 上 的 值 是 ， 即 当 w 取 为 wu 时 , t 在 外 中 所 对 应 的 
值 , 1 < i < m. ) 而 且 ， 我 们 知道 任意 方程 是 由 hg 数字 确定 的 ,因此 f 作为 关系 可 以 由 方 
程 表示 . 事实 上 , 方程 甚至 可 以 函数 表示 f， 因 为 句子 


Yum+t[wn+i = t(S°":0, Tn S°™0) Vm+1l 二 Sf(o, 'am)0] 


逻辑 等 价 于 
t(S”0,... ,Som0) = Sf 2m)0， 


它 在 外 中 是 真 的 无 量词 句子 . (这 里 t(wi,… ,Um) 是 将 i 换 成 ,v2 换 成 La，…… 后 得 到 
的 项 . ) 例如 ; 
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(1) 后 继 函 数 可 由 下 面 的 方程 (函数 ) 表示 : 
v2 一 Syl. 


(2) 任意 的 常 值 函数 是 可 表示 的 . mm 元 常 值 函数 (函数 值 为 6) 可 以 用 下 面 的 方程 表示 : 


vm+l 一 S20. 
(3) 投影 函数 (1 < i < m) 
17 (aQ1,.…- ,Qam) 二 Qi 
可 以 表示 为 
Vm+1 = vi. 


(4) 加 法 、 乘 法 和 和 窒 乘 运 算 分 别 由 下 列 方程 表示 : 
v3 三 V1 十 v2， 
v3 一 VI V2, 


v3 = viBvo, 214 


但 是 ， 大 家 不 要 被 这 些 简 单 的 例子 误导 了 ， 并 不 是 每 一 个 可 表示 的 函数 都 可 以 用 方程 
表示 . 
我 们 下 面 要 证 明 ， 可 表示 函数 族 在 复合 运算 下 是 封闭 的 . 为 了 简化 书写 , 我 们 只 考虑 N 
上 的 一 元 函数 f, 此 处 
f(a) = g(hi(a), h2(a)). 
假设 9 由 函数 表示 , hi 由 0; 函数 表示 . 为 了 表示 f， 考虑 


VyiVvy2 (01 (v1,91) — 02(v1,9Y2) — WH, y2, v2)) 


3y13y2(01 (v1, 1) A 2(v1,Y2) YY, y2, v2)). 

(由 于 Vw(y1, ,v2) 等 同 于 g(y1,y2) = v2，0i(w1, 妇 ) 等 同 于 hi(w1) = yj， 那么 第 一 个 
公式 表示 ,“ 对 于 任意 的 ,yz2， 若 hi(V1) = 奶 ，h2( 员 1) = gp， 则 g(y1,y2) = v2. ”第 二 公 
式 表示 ,“ 存 在 凡 , 加 ， 使 得 hy(w) = ，h2(V1) = yo 和 g(y1,y2) = v2 ”这 二 者 都 表示 
“g(hi(v1), h2(w1)) = v2”. 现在 有 两 个 选择 ,因为 表达 式 唯 一 时 ,两 个 量词 都 可 以 使 用 . ) 

实际 上 , 两 个 公式 都 可 行 ; 令 op 为 公式 

VyiVy2(01 (v1, 1) = 02(V1,Yy2) = WY1, y2, v2)). 
考虑 任意 的 自然 数 a, 有 


Vus[W(Saata0,Sia)0,v) va = S10]. (1) 
vyi[01 (S°0, y1) 二 W1 一 Sm(%0]. (2) 
vy2[02(S°0,y2) = y2 = S*2(%0]. (3) 
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160 第 3 间 不 可 区 和 性 
要 证 明 
vVua(e(Se0,vua) = v2 = S1(®0), (4) 
即 
Vwa(Vy1vy2[01(S°0, 91) 一 02(S°0,y2) — (yi,y2, 02)] 2 v2 = S10). (5) 
由 式 (1), (2), (3) 可 以 推出 式 (4)， 见 习题 4. 
对 于 更 一 般 的 情况 ,有 ， 
定理 33L 设 g 是 元 函数 , hi,… ,hn 是 m 元 函数 , f 由 下 面 的 公式 定义 : 
人 
如 果 g, hi,… , hn 是 可 函数 表示 的 , 那么 我 们 可 以 找到 一 个 公式 函数 表示 f. 


上 一 个 定理 证 明了 m = 1,n = 2 的 情况 . 但 一 般 情况 的 证 明 也 是 用 同样 的 方法 . 为 了 得 
到 如 下 的 一 个 函数 : 
f(a,b) = g(h(a),b), 
注意 到 
f(a,b) = g(h(Tf(a,b)), B20, b)). 


反复 利用 上 述 定理 (两 次 ), 可 以 证 明 f 是 可 表示 的 (如 果 9 和 是 可 表示 的 ). 
为 了 简化 对 任意 多 个 变 元 的 函数 的 讨论 , 我 们 使 用 向 量 符号 . 例如 ， 上述 定理 中 的 方程 
可 以 写成 
f(a) = g(hi(a),.… ,hn(@)). 


另 一 个 重要 的 闭 性 质 是 : Cn hg 中 的 函数 可 表示 性 在 “最 小 零 ” 运 算 下 是 封闭 的 . 

定理 33M 假设 (m + 1) 元 函数 g 是 可 表示 的 , 并 且 对 于 每 一 组 a,… ,am, 存在 "使 
g(a ,am)b) = 0. 
那么 能 找到 一 个 公式 , 它 能 表示 mm 元 函数 f, 其 中 

f(aq1,… ;am) = 最 小 的 5b, 使 得 g(a1,… ,am,b) 二 0. 
(我 们 可 以 用 向 基 符 号 简化 上 述 方程 ， 
f(a) = 最 小 的 b, 使 得 g(a,5) = 0. 
这 个 运算 称 为 最 小 零 运算 , 用 下 面 的 符号 表示 : 
f(a) = nblg(a,b) = 0 


且 该 运算 符 称 作 “k 运算 符 ”. ) 
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证 明 为 了 简化 书写 , 我 们 只 取 m= 1; 这 样 f(a) = 当 且 仅 当 g(a,6b) = 0 并且 对 于 所 
有 的 c <b, g(a,c) 0. 

如 果 小 表 示 g, 我 们 只 需要 将 上 述 等 式 的 右边 形式 化 ,就 可 以 得 到 表示 f( 看 作 关 系 ) 的 

Vv1,v2,0) A Vy(y < v2 一 下 Von 0)). 

这 个 公式 定义 了 f( 的 图 像 ), 并 且 它 是 由 AE 数字 确定 的 . 国 
3.3.6 ”编目 

现在 我 们 给 出 (在 Cn hE 中) 可 表示 的 函数 和 关系 的 编目 , 特别 还 包括 编码 和 解码 序列 

(0) 从 定理 33I 可 以 得 到 , 任何 (在 外 中 ) 由 无 量词 公式 定义 的 关系 是 可 表示 的 . 并 且 可 
表示 关系 的 类 在 交 、 并 和 余 运算 下 是 封闭 的 . 如 果 RR 是 可 表示 的 ， 则 

{ (a1, eT ,am gb)| 对 于 所 有 的 C << b, (al， be , Qm, C) SS R} 
和 
{(ar ,am;5)| 对 于 某 个 ec <b, (a1,:… ,am,c) € R} 

也 是 可 表示 的 . 

例如 , 任意 的 有 限 关 系 都 有 一 个 无 基 词 公式 的 定义 ,同样 序 关 系 也 是 一 样 . 

(1) 关系 R 是 可 表示 的 当 且 仅 当 它 的 特征 函数 KR 是 可 表示 的 . ( 当 ae 已 时 ， 则 函数 
Ka(a) = 1, 否则 Ka(a) = 0. ) 

证 明 (<) 设 ER 为 一 元 关系 (N 的 子 集 ), 它 的 特征 函数 KR 由 yw(vi,v2) 表示 . 我 们 断 
言及 可 以 由 w(vi,S0) 表示 . 因为 它 定 义 了 R, 并 且 是 由 hg 数字 确定 的 . 

(一 ) 设 公式 p(w1) 表示 R. 那么 根据 上 一 段 中 的 相同 原因 


(pl(V1) Av2 = SO0)V (~ (v1) Av2 = 0) 
表示 KR( 的 图 像 ). (实际 上 , 大 家 可 以 证 明 , 这 个 公式 函数 表示 KR. ) 加 
(2) 如 果 ER 是 一 个 可 表示 的 二 元 关系 , 并 且 f 和 9 是 可 表示 的 函数 ， 则 
{dl(f(a), g(a)) € R} 


证 明 RR 的 特征 函数 在 的 值 为 Kr(f(a),g(a)), 这 样 可 表示 函数 通过 复合 就 能 得 到 这 
一 结果 . 下 


例如 ， 如果 我 们 假设 R 是 可 表示 的 三 元 关系 ， 则 集合 
{2, y)|(y, x, 2) € R} 


可 表示 为 
{(z, (BZ (2,9), zy), (zy)) € RY. 
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我 们 可 以 通过 重新 排列 变 元 和 重复 变 元 的 方法 描述 可 表示 关系 ， 
(3) 如 果 R 是 可 表示 的 一 元 关系 ， 则 
P= {(a,b)| 对 于 某 个 c < 5, 使 得 (a,c) € R}. 
也 是 可 表示 的 一 元 关系 . 
证 明 我们 从 编目 0 可 知 ， 如果 
Q@ = {(a,b)| 对 于 某 个 c < 5, 使 得 (a,c) e R}， 
则 8 是 可 表示 的 . 并 且 
(ab)EeEP SS (a,S(b))EQ 
= (1 (0,0), S(T2(0,5)) < @. 
再 根据 编目 2, 我 们 可 以 得 出 P 是 可 表示 的 . 
更 一 般 地 说 ， 如 果 R 是 一 个 可 表示 的 (m + 1) 元 关系 ， 则 关系 
{(Q1,… ,Qam;b)| 对 于 某 个 c < 6b, 使 得 (a1,… ,am,c) < R} 
也 是 可 表示 的 . 这 个 关系 可 以 用 向 其 表示 为 
| {(a, 5)| 对 于 某 个 c < b, 使 得 (a,c) € R}. 
类 似 地 ， 


{(a,5)| 对 于 所 有 c < 5b, 使 得 (a, c) € R} 
也 是 可 表示 的 . 
(4) 整除 关系 
{(a,b)la 整除 5,a,b 属 于 NN} 
是 可 表示 的 . 


证 明 我 们 知道 , a 整除 上 当 且 仅 当 对 于 某 个 g < 6, 使 得 a.g = 5b. 又 由 于 {a,b,q)la'q = 
b} 是 由 无 基 词 公式 定义 的 ， 所 以 它 是 可 表示 的 . 运用 上 面 几 个 结论 ,我 们 可 以 得 到 整除 关 
系 . (更 具体 地 说 ， 从 编目 3, 我 们 可 以 得 到 关系 


民 ={(a,b,c)| 对 于 某 个 q < c, 使 得 a g = 
的 可 表示 性 , 并 且 我 们 还 能 得 到 a 整除 5 当 且 仅 当 (a,b,b) € R. ) 本 


(5) 素数 集合 是 可 表示 的 . 

(6) 相 邻 素数 对 的 集合 是 可 表示 的 . 

证 明 (a,b) 是 相 邻 的 素数 对 当 且 仅 当 wb 均 为 素数 ,a < b 并 且 不 存在 素数 c, 使 得 
a <c <b. 这 个 等 价 条 件 右边 很 容易 由 数字 确定 的 公式 公式 化 . 加 


请 注意 ， 到 现在 为 止 ， 我 们 还 没有 用 到 才 乘 运算 是 可 表示 的 这 一 事实 . 但 在 3.8 节 中 ， 
我 们 会 使 用 这 些 结果 ， 
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在 整个 编目 过 程 中 , 我 们 一 直 在 有 效 地 构建 一 种 “语言 > C, 使 得 (在 名 中 )£ 可 定义 的 
一 切 (任意 的 关系 和 函数 ) 在 我 们 的 理论 中 都 是 可 表示 的 . 定理 33I 说 明了 (a) C 中 有 原子 公 
式 , (b) 所 有 的 命题 联结 词 都 可 以 使 用 ，(c) 有 界 基 词 在 C 中 允许 使 用 . (在 一 般 情况 下 , 无 
界 其 词 是 不 允许 使 用 的 . ) 然后 , 我 们 的 编目 逐渐 地 增加 了 一 些 特 殊 的 谓词 符号 和 函数 符号 ; 
编目 6 为 “ 相 邻 的 素数 关系 ” 增加 了 一 个 二 元 谓词 符号 ; 编目 7 将 为 素数 枚 举 函数 增加 一 个 
函数 符号 . 定理 33L 证 明了 在 £ 的 表达 式 中 使 用 这 些 函 数 符号 是 可 行 的 . 

(7) 设 一 个 函数 在 a 的 值 是 第 (a + 1) 个 素数 p。， 则 该 函数 是 可 表示 的 ( 即 po = 2,p1 = 
3,p2 二 5,p3 二 7, pa = 11, 等 等 ). 

证 明 我 们 知道 , p。= 5 当 且 仅 当 5 是 素数 并 旦 存在 某 个 c< 如 , 使 得 下 列 条 件 (i)~(ii) 

成 立 . 

(i) 2 不 能 整除 c. 

(i) 对 于 任意 的 g <5 和 7 < 5, 如 果 (dr) 是 相 邻 的 素数 对 , 则 对 于 所 有 的 ;< c， 有 


dg 整除 c < m+! 整除 c. 


(ii) pe 整除 c 但 如 并 不 整除 < 
虽然 这 个 等 价 式 并 不 显然 , 但 至 少 我 们 知道 该 等 价 式 的 右 半 部 分 是 可 表示 的 . 为 了 验证 
这 个 等 价 式 , 我 们 先 设 me = b, 那么 可 以 取 


容易 验证 < 满足 所 有 的 上 述 3 个 条 件 . 反之 , 假设 < 是 满足 条 件 人 )~(ii) 的 数 . 我 们 断言 ,c 
一 定 等 于 
20. 31..…. br .更 大 的 一 些 素数 的 朝 . 
显然 , 由 (i) 知 , c 中 2 的 指数 为 0. 我 们 再 利用 (ii), 就 可 以 求 出 素数 5. 但 由 (ii) 知 , 5 的 
指数 是 a, 因此 ,5 一 定 是 第 (a + 1) 个 素数 pe. 图 [219] 


当 我 们 把 数 的 有 限 序列 编码 成 单独 的 一 个 数字 时 , 这 个 函数 将 起 到 非常 重要 的 作用 . 现 
在 设 


Qo 十 1 


(ao … , dm) = p0 Et 


“Dp 


= I poit! 


i<m 


当 m = 一 1 时 这 个 公式 也 成 立 , 我 们 定义 ( )=1. 例如 ， 
(2,1) = 23.32=72. 


这 个 式 子 表示 (2, 1) 可 以 编码 转化 为 72. 
我 们 还 能 有 其 他 的 途径 转化 数 对 和 有 限 长 的 数字 序列 . 在 3.8 节 中 ， 我 们 将 使 用 配对 
函数 
J(a,b) = 5l(a + 刀 2? 十 3a 十 吕 
这 个 函数 的 优点 是 它 以 多 项 式 的 速度 增长 ， 比 2*+135+! 的 增长 速度 慢 . 这 里 还 有 一 种 不 同 
的 转化 方法 ,比如 , 如果 我 们 要 转化 24, 117, 11( 以 那个 序 ). 首先 我 们 把 它们 转化 成 9 进 制 
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的 数字 :26, 140, 12, 然后 将 这 些 数 连 起 来 , 中 间 用 9 来 间隔 , 269140912. 这 样 ， 这 个 三 元 组 
就 被 转化 成 (10 进 制 )269,140,912. 这 个 方法 看 起 来 需要 技巧 , 但 得 到 的 结果 要 比 2253118512 
小 得 多 ,2253118512 在 10 进 制 中 是 一 个 73 位 的 数 . 

(8) 对 于 每 个 m, 在 a0,… ,am 的 值 为 (ao,… ,am) 的 函数 是 可 表示 的 . 

(9) 存在 一 个 可 表示 函数 ( 它 在 (a, 5) 的 值 记 作 (a)s) 满足 对 于 b< m, 有 


({ao, 人 Qmy)》)b 二 Qb. 


(我 们 称 之 为 “解码 ”函数 . 例如 , (72)o = 2, (72)1 = 1. ) 

证 明 定义 (a)s = n, n 为 使 得 a = 0 或 p?1? 不 整除 a 的 元 素 中 最 小 的 一 个 . (这 样 的 
n 总 是 存在 的 . ) 可 以 知道 , (0)s = 0, 对 于 a 关 0, (a)s 比 a( 但 不 能 小 于 0) 的 素数 分 解 中 的 
ps 的 指数 小 1. 这 样 对 于 b < m， 


((a0,*…* ,am))5 = Qb， 
为 了 证 明 该 函数 的 可 表示 性 ,我们 使 用 最 小 零 运算 符 . 令 
R= {(a,b,n)la = 0 或 p17 不 整除 a). 
则 (@)s = pn[KE(Q,b,n) = 0], 其 中 哺 是 忆 的 补 . 国 
220 由 于 上 面 证 明 中 所 用 的 方法 非常 有 用 , 所 以 我 们 单独 把 它 列 出 来 : 


定理 33N 设 R 是 一 个 可 表示 的 关系 , 它 使 得 对 于 任意 5, 都 存在 某 个 n 使 得 (a,n) < 
。 RR. 那么 下 面 的 函数 是 可 表示 的 : 


f(a) = n,n 为 使 得 (a,n) 最 小 的 元 素 . 

证 明 f(a)= pn[lK#(d,n) = 0]. 本 
我 们 以 后 将 这 个 式 子 简写 为 f(a) = unl(a,n) e 有 |. 
(10) 我 们 称 b 是 一 个 数字 序列 当 且 仅 当 对 某 个 mm > -1 和 ao,… ,am, 使 得 

b= (ao ,am). 
( 当 m= 一 1 时 , 我 们 取 ( ) = 1. ) 那么 数字 序列 的 集合 是 可 表示 的 . 
证 明 习题 5. 图 
(11) 存在 一 个 可 表示 函数 lh, 使 得 

lh(ao,:. ,am) =m+1. 


(此 处 “hh” 代表“ 长 度 ” 例如 , lh72=2. ) 
证 明 我 们 只 需要 定义 lh a = n, n 为 使 得 a = 0 或 pn 不 整除 a 的 元 素 中 最 小 的 一 个 
就 够 了 . 加 


(12) 存在 一 个 可 表示 函数 ( 它 在 (a,5b) 上 的 取 值 称 为 a 在 上 上 的 约束, 记 作 a15) 使 得 ， 
对 于 任意 的 bm 十 1, 有 
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(ao,…: , Qm) 15 = (a0,……: , Qb_1). 
证 明 令 a15= 最 小 的 n, 使 得 a=0 或 者 n 关 0, 同时 对 于 任意 的 7 < 已 有 < oa， 
9 整除 a 志 p4 整除 n. 贺 


(13) (原始 递归 式 ) 对 于 一 个 (k 十 1) 元 函数 f, 我 们 可 以 找到 另 一 个 函数 f, 使 得 对 于 所 
有 的 7 < a，f(a,b,… ,bx) 能 够 编码 f(j,51,… ,bx) 的 值 . 特别 地 , 令 


fla,b) = (f(0,D,.…. ,f(a — 1,). 
例如 , A(0,5) = () = 1 编码 了 函数 了 的 第 一 个 0 值 . (1, 肥 = (f(0, 竣 ). 无 论 哪 种 情况 , F(a, 六 


都 是 长 度 为 a 的 数字 序列 , 它 编码 了 函数 f 的 第 一 个 a 值 . 
现在 假设 给 定 一 个 (k 十 2) 元 函数 9, 则 存在 唯一 的 函数 f 使 得 
fla,b) = g(fla, b), a,b). 
例如 ， 
f(0, pb) =g(( » 0， 站， 
f(1,5)=g((f(0,D), 1, 5). 


(从 直观 上 看 , 函数 f 的 存在 性 和 唯一 性 是 显然 的 . 如 果 要 证 明 , 我 们 可 以 用 1.4 节 中 的 递归 
定理 先 得 到 ,进而 得 到 f. ) 
定理 33P 设 g 是 (k++2) 元 函数 , f 是 唯一 的 一 个 (k 十 1) 元 函数 ,使 得 对 于 所 有 的 a 
和 Mk 元 )， Se 
fla, b) 一 g(f l(a, b), Q， b). 
如 果 9 是 可 表示 的 , 则 f 也 是 可 表示 的 . 
证 明 首先 我 们 断言 ,，f 是 可 表示 的 . 
这 个 断言 可 以 从 下 面 的 事实 中 得 到 . 
Fa 已 = s,s 是 长 度 为 a 的 数字 序列 并 且 
对 于 ;< a, (s)i = g(s 1i,i, 的 最 小 者 . 
因为 f(a, 避 = g(f(a, 妨 ,a, 六 ,并且 右 边 的 函数 是 可 表示 的 ， 所 以 了 是 可 表示 的 . 国 
实际 上 , “原始 递归 ”这 个 词 更 多 地 应 用 于 另 一 种 更 简单 的 形式 ， 见 习题 8. 
(14) 设 下 是 可 表示 的 函数 , 则 在 a,8 上 的 取 值 为 
[La 
的 函数 也 是 可 表示 的 . 如 果 用 二 代替 荆 , 得 到 的 函数 同样 也 是 可 表示 的 . (对 于 a = 0, 我 们 
使 用 标准 的 约定 : 空 的 乘积 ( 即 没有 数 相 乘 ) 为 1， 空 的 和 为 0. ) 
证 明 ”我 们 把 所 定义 的 函数 称 为 G, 则 
G(0,0)=1, 
Gla+1,D)=F(a,D.G(a,D. 
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再 运用 习题 8 的 结果 即 可 证 明 . 图 
(15) 定义 a,b 的 连接 函数 a*5b 为 


下 (b)i+l 
a*+b=a-: II Pitlha ， 
i<lhb 


这 是 a,b 的 可 表示 函数 , 并 且 
《am * (bi, ,bn) = (ai ,am bi , bn). 


连接 运算 符 在 连接 数字 序列 的 运算 中 还 有 另外 一 些 性 质 . 
(16) 我 们 还 需要 定义 “大 星 号 ”运算 符 . 令 


ee 


对 于 一 个 可 表示 函数 FF, 在 a,8 上 取 值 为 *i<aF(i, 的 函数 是 可 表示 的 . 
证 明 


*i<oF(i, 站 =()=1 和 
*icat1iF (i, 人 到 *i<aF(,, Db) * F(a, D). 

这 和 编目 14 很 相似 . 图 

习题 

1. 证 明 : 在 结构 (Ni :, BB) 中 , 我 们 能 够 定义 加 法 关系 {(m, n,m 十 n)|m,n e N}. 进一步 证 明 在 结构 {0} 
中 , 序 关系 <, 后 继 关 系 {(n, 5(n))In es N} 都 是 可 定义 的 . (说 明 ， 如 果 把 结构 (Ni ., EB) 简化 为 (Ni 
), 这 个 结果 还 能 加 强 . 在 此 处 , 乘法 关系 可 以 通过 指数 运算 的 一 个 法 则 ， (d* )* = d** 来 定义 . ) 

2. 证 明定 理 33C, 即 (在 名 中) 真 的 无 量词 句子 都 是 4z 的 定理 . 

3. 我 们 称 一 个 理论 T( 在 含 0 和 S 的 语言 中 ) 是 w 完 全 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 公式 p 和 任意 变 元 z， 
如 果 对 任意 自然 数 n, p8no 都 属于 了 , 则 Yzep 属于 工 . 证 明 : 车 工 在 的 语言 中 是 w 完全 的 和 谐 
理论 并 且 如 果 Ag CT, 则 了 = Th %. 

4. 证 明 : 在 定理 33L 的 证 明 过 程 中 , 公式 (4) 可 以 由 (1)、(2)、(3) 逻辑 推出 . 

5. 证 明 : 序列 数字 的 集合 是 可 表示 的 (编目 10). 

6. 3 是 序列 数字 吗 ? Ih3 等 于 多 少 ? 求 出 (1 *3)*6 和 1* (3* 6). 

7. 验证 下 列 事 实 : 
(a) a 十 1< pa. 
(b) (b)x < b; 当 且 仅 当 = 0 时 等 号 成 立 
(c) lha < a; 当 且 仅 当 a = 0 时 等 号 成 立 . 
(d) az 入 a. 
(e) Ih(a 1 站 i) 等 于 i 和 lha 中 的 较 小 者 . 

8. 设 g 和 hh 是 可 表示 函数 , 同时 假设 


f(0, b) = g(b), 
flat 1,b)=h(f(a,b), a,b). 


证 明 f 是 可 表示 的 . 
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9. 证 明 : 存在 一 个 可 表示 函数 f 使 得 对 于 任意 的 n, ao,… … ,an， 


Jao, ,Qn)) = Qn. 
(例如 ,了 (72)= 1, f(750)= 2. ) 
10. 设 RR 是 可 表示 的 关系 , g 和 hh 是 可 表示 的 函数 . 证 明 : f 是 可 表示 的 , 其 中 
~, g(@ 若 &e 
Zoe 车 &¢ RE. 
11. (单调 递归 ) 设 R 为 N 上 可 表示 的 二 元 关系 . 令 C 为 N 最 小 的 子 集 ( 即 所 有 子 集 的 交集 ) 使 得 对 
于 所 有 的 n,Q0, ,Qn—1,b, 
((ao…… Qn-1),b)ER 上 且 aeC (对 于 所 有 的 i<n) 寺 bec. 
进一步 假设 (1) 对 于 所 有 的 n, ao ,an-1,b， 


((a0,… ,Qn-1),b) E 民 坟 ai <b (对 于 所 有 的 i<n)， 
和 (2) 存在 一 个 可 表示 的 函数 f 使 得 对 于 所 有 n, ao,:… ,an-1,b， 


《(ao， ,Qn-1),b) ER 和 On< f(b) 


证 明 : C 是 可 表示 的 . (从 某 种 意义 上 说 , C 是 由 RR 生成 的 . 一 般 地 , C 关 儿 是 因为 如 果 (( ), 5b) ER， 
则 beC.) 
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在 这 一 节 中 , 我 们 主要 讨论 两 个 主题 ， 

(1) 一 些 关 于 合式 公式 的 断言 (通过 把 数 指派 给 表达 式 ) 可 以 转化 成 关于 自然 数 的 断言 . 

(2) 这 些 关 于 自然 数 的 断言 (自然 语言 表述 ) 在 很 多 情况 下 可 以 转化 成 形式 语言 . 这 样 得 
到 的 许多 结论 可 以 通过 理论 Cn hE 得 到 证 明 . 

由 关于 数字 的 表达 式 , 我们 能 够 构造 出 关于 公式 的 间接 表达 式 (甚至 关于 公式 自身 的 表 
达 式 ! ). 在 3.5 节 中 , 我 们 将 用 这 种 方法 得 到 关于 不 可 定义 性 和 不 可 判定 性 的 一 些 结果 . 
哥 德 尔 数 


首先 , 我 们 要 把 数字 指派 给 形式 语言 中 的 表达 式 , 我 们 语言 中 所 用 到 的 符号 都 在 表 3-! 
中 列 出 . 
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表 3-1 
参数 逻辑 符号 
0.v 1.( 
2.0 3.) 
4. S 5. 一 
6. < 7 了. 一 
8. 十 9.= 


11. v1 
12.E 13. v2 
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存在 一 个 函数 h， 它 把 每 个 符号 左边 的 整数 指派 给 这 个 符号 ， 这 样 h(v) = 0,h(0) = 
2,h(wi) = 9 二 2 为 了 使 这 个 数列 能 有 更 广泛 的 应 用 ， 我 们 要 假设 含有 0 和 S 的 这 些 语 
言 中 的 元 素 是 递归 编号 的 . 根据 这 个 假设 , 我 们 可 以 得 到 一 个 函数 h 将 语言 的 参数 集 一 对 
一 映射 到 偶数 内 , 并且 确保 以 下 两 个 关系 在 Cn Ag 中 都 是 可 表示 的 : 

{(k,m) | 是 在 某 个 m 元 谓词 符号 上 的 取 值 } 
和 
{《k,m) | 是 h 在 某 个 m 元 函数 符号 上 的 取 值 }. 
当然 , 在 外 的 语言 中 , 这 两 个 集合 都 是 有 限 的 . 第 一 个 集合 为 {(6,2)}, 第 二 个 为 
{(2, 0)， (4, 1), (8, 2)， (10, 2 (12, 2)}. 

h 在 逻辑 符号 上 的 值 仍然 按照 前 面 的 定义 ; 这 样 h(s) 是 与 每 个 逻辑 符号 s 对 应 的 奇数 . 

对 于 语言 的 表达 式 s = so…… sn, 我 们 定义 它 的 哥 德 尔 数 #(e) 为 

(so sn) = (h(so),.… ,h(sn)). 
比如 , 对 名 的 语言 使 用 上 述 的 函数 h, 我 们 可 以 得 到 
H#(3v3v3 = 0)=#((- Vva(— = v30))) 
=(1,5,0,15, 1,5,9, 15, 2,3,3) 
一 22.36.51.716.112.136.1710 .1916 .233 .294.314. 

这 是 一 个 很 大 的 数 , 是 1.3 x 1075 的 序数 ， 对 于 一 个 表达 式 的 集合 更 ,我 们 定义 这 个 集 

合 的 哥 德 尔 数 为 
1® = {Ht(e)le € B} 
对 于 表达 式 序列 (ao,… ,an)( 例 如 一 个 推理 ), 我 们 做 如 下 指派 


9((ao， eds , Qn)) a 人 Hoo, 人 ,Hon,). 


我 们 现在 要 证 明 与 与 哥 德 尔 数 有 关 的 各 种 关系 和 函数 在 Cn Ag 中 都 是 可 表示 的 (进而 
是 递归 的 ). 与 在 前 一 节 中 一 样 ， 当 我 们 谈 及 一 个 关系 或 函数 是 可 表示 的 时 (没有 指定 一 个 理 
论 ) 是 指 它 在 理论 Cn hg 中 是 可 表示 的 . 

我 们 将 对 所 使 用 的 语言 (自然 语言 , 尽管 与 我 们 通常 所 认为 的 自然 语言 有 很 大 的 不 同 . ) 
进行 一 些 缩写 , 对 于 “存在 一 个 数 a”, 我 们 写作 “3a”. 那么 , “3a,b < ce” 表示 “存在 数 a 和 
b, 它们 都 比 c 小 . ”类 似 地 , 我 们 还 要 使 用 “v”. 我 们 在 第 2 章 中 没有 使 用 这 些 缩写 是 因为 
我 们 担心 读者 会 对 形式 语言 和 元 语言 (自然 语言 ) 产生 混淆 , 但 现在 我 们 相信 读者 已 经 能 够 
避免 产生 这 样 的 误解 了 . 

(1) 变 元 的 哥 德 尔 数 集合 是 可 表示 的 . 


证 明 这 个 集合 为 {al(3 < oja = (11+ 25)}. 我 们 从 上 一 节 的 结果 知道 , 这 个 集合 是 可 
表示 的 . 图 


(2) 项 的 哥 德 尔 数 集合 是 可 表示 的 ， 


证 明 项 的 概念 是 通过 归纳 的 方法 定义 的 , 因 些 项 是 由 较 小 的 哥 德 尔 数组 组 成 的 . 由 于 
对 归纳 定义 的 关系 所 进行 的 讨论 是 比较 典型 的 , 因此 , 我 们 要 详细 地 证 明 这 种 情况 . 
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令 /为 项 的 哥 德 尔 数 集 的 特征 函数 ， 从 “项 ”的 定义 ,我 们 可 得 


1 如 果 a 是 变 元 的 哥 德 尔 数 ， 
1 如 果 (3i < 口 ,3k < a)li 是 一 个 数字 序列 , 且 
f(a) = (Vi < 1hi)f((2);) = 1, 且 k 是 hh 在 某 个 (lhi) 
元 函数 符号 上 的 取 值 并 且 a = (k) * *j<ipi(i)j]， 
0 其 他 情况 . 


但 可 以 代替 符号 “ 口 ” 的 i 的 上 界 是 多 少 呢 ? 在 讨论 f 的 可 表示 性 之 前 , 我 们 需要 i 的 
一 个 上 界 , 这 取决 于 a 的 某 种 表示 方式 ， 

我 们 可 以 取 i< a* he*. 为 了 证 明 这 一 点 , 假设 a = Hst1…tn( 其 中 s 是 一 个 n 元 函数 符 
号 , 且 右 ,… ,tn 是 项 ), 然后 我 们 取 i = 他，… ,出 )》. 根据 a, 这 个 数 有 多 大 呢 ? 我 们 可 以 
得 到 它 的 上 界 为 : 


i=2tt1+1.. . pitnt! 


So pe 
<2°...pfha_1 因为 n= 1hi< lha 
<ar…ar (lha 次 ) 因为 ao= 2(oof1 .pei+1 > pipa-1 


二 (a®) he ES aalha 


因此 在 上 面 /的 式 子 中 , 我 们 用 ao 代替 口 . 
尽管 上 述 等 式 的 右边 用 到 了 f, 但 它 只 用 到 当 (让); < a 时 , f((i);) 的 值 . 同时 这 个 特点 
又 使 我 们 可 以 使 用 原始 递归 式 . f(a) = g(f(a),a), 其 中 


1 ”如 果 a 是 变 元 的 哥 德 尔 数 ， 
1 如 果 (3 < aslhe, 3 < a)[ 是 一 个 数字 序列 ， 且 


g(s,a) = (Vj < lhi)(s)G); = 1, 且 大 是 疡 在 某 个 (lhi) 
元 函数 符号 上 的 取 值 和 a = (k) * 米 j<lhi( 人 让 ， 
0 ”其 他 情况 . 


在 这 个 式 子 中 , 如 果 让 s 等 于 f(a), 那么 对 于 所 有 的 (i); < a, 有 (s)(5; = f(();). 这 样 
由 定理 33P 知 , 如 果 9 是 可 表示 的 , 那么 上 也 是 可 表示 的 . 

现在 还 需要 证 明 9 是 可 表示 的 , 这 一 点 可 以 从 上 一 节 的 结论 中 直接 得 到 . 简要 地 说 , 9 
的 图 像 是 3 个 关系 的 并 , 这 3 个 关系 分 别 对 应 上 面 式 子 中 的 3 个 条 件 . 这 三 者 都 可 以 通过 对 
等 于 以 及 其 他 的 可 表示 关系 通过 添加 有 界 量词 和 对 可 表示 函数 进行 替换 得 到 . 四 

(3) 原子 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 

证 明 a 是 一 个 原子 公式 的 哥 德 尔 数 当 且 仅 当 (3i<ost,3k<a)[ 是 数字 序列 且 (Y7 <1hi) 
(6); 是 项 的 哥 德 尔 数 并 且 是 h 在 某 个 (Ihi) 元 谓词 符号 上 的 取 值 , a==(k) **j<ini(i)j，。 国 


(4) 合式 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 
证 明 我 们 已 经 知道 合式 公式 是 归纳 定义 的 . 令 f 是 该 集合 的 特征 函数 ,那么 
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1 ”如 果 a 是 变 元 的 哥 德 尔 数 ， 
1 如果 (3 < ao)la = 《(h(O0,h())*ix*(h0)) 且 
f(i) = 
如 果 (3i,5 < a)[a = (Rh(O) ix (h(m))* 
j*(hO))Hfi) = f(7) = 1 
1 ”如果 (3,7 < a)[la 二 (h(V))*i*j 且 
证 变 元 的 哥 德 尔 数 并 且 f(j) = 1 
0 其 他 情况 . 图 


我 们 可 以 采用 对 项 的 哥 德 尔 数 集 相同 的 讨论 来 得 到 f 的 可 表示 性 . 
(5) 存在 可 表示 函数 Sb 使 得 对 于 一 个 项 或 公式 a, 变 元 x, 及 项 t， 


f(a) = 


Sb(Ha, Hz, Ht) = fax. 


证 明 ”我 们 需要 利用 Sb(i,b,c), i < a 的 值 来 定义 Sb(a,b,c). 和 编目 2 中 (项 的 集合 的 
特征 函数 ) 的 情况 一 样 ， 我 们 来 证 明 56 和 Sb 都 是 可 表示 的 . 

函数 Sb 可 以 由 下 面 6 个 子 句 来 描述 . 

(i) 如 果 a 是 一 个 变 元 的 哥 德 尔 数 并 且 a = 5, 那么 


Sb(a, b,c)= c. 


(区 如 果 (3 < aab",3 < a)(i 是 一 个 数字 序列 且 (Vi < hi)(); 是 项 的 哥 德 尔 数 且 上 是 
h 在 某 个 (lhi) 元 函数 符号 或 谓词 符号 上 的 值 , a = (k) * 六 ;<ihs( 引 ;), 则 对 于 i 入， 


Sb(a, b,c) = (k) * *j<ihiSb((i);, b,c) 
( 道 ) 如 果 (3i < a)fi 是 一 个 合式 公式 的 哥 德 尔 数 且 a=(h((), (一 )) *i# (h()))]， 则 对 于 守 
Sb(a, b,c) = (h((), h(—)) * Sb(i, b,c) * (h())) (3-1) 


(iv) 如 果 (3%,7 < a)[,j 是 合式 公式 的 哥 德 尔 数 且 a = (MO) #i#h( 一 )) *j* (40))， 则 
对 ;和 让 
Sb(a, pb c) = (h(()) * Sb(i, b,c) * (h(—)) * Sb(j, b,c) * (h())) 
(v) 如 果 (3,7 < o)[i 是 变 元 的 哥 德 尔 数 且 i 关 b 且 7 是 合式 公式 的 哥 德 尔 数 且 a = 
(h(V)) * ix 有 有， 则 对 于 i,j， 


Sb(a, b,c) = (h(V)) * i* Sb(j, b,c) 
(vi) 如 果 ob 不 符合 上 述 所 列 的 条 件 (此 时 我 们 不 考虑 Sb(a, b,c) 的 显 式 表达 式 )， 则 
Sb(a, b,c) =a. 
至 此 , 函数 Sb 可 以 由 原始 递归 式 得 到 
Sb(a,b, cl = G(Sb(a, b,c), a, b, ¢) 
其 中 G 是 4 元 函数 . G 的 图 像 是 6 个 5 元 关系 的 并 
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G= RiU RU RsU RU RsU Re 


6 个 关系 分 别 对 应 于 上 面 的 6 个 条 件 . 
第 一 个 关系 为 


局 = {(s,a,b, c,d)la 是 变 元 的 哥 德 尔 数 且 a = b,d = c} 
第 二 个 关系 为 


R2 ={(s,a, b,c,d)|(3i < ashe,3k < ao) 是 一 个 数字 序列 且 (Y7 < 1hi)(2); 
是 项 的 哥 德 尔 数 旦 是 h 在 某 个 (lhz) 元 函数 符号 或 谓词 符号 上 的 值 且 
a = (k) * *j<lhi(i);, 4 = (k) * *j<thi(s)(2);]} 


并 且 其 他 的 关系 可 以 类 似 地 将 描述 Sb 的 语句 对 应 地 翻译 过 来 . 
我 们 必须 注意 到 , G 确实 是 一 个 函数 , 它 是 单 值 的 . 这 是 因为 一 个 数 a 不 可 能 同时 满足 
两 个 条 件 . 例如 ， 如果 a 满足 条 件 (站, 则 从 2.3 节 可 以 知道 i 和 的 值 是 唯一 确定 的 . 
最 后 , 我 们 可 以 用 常用 的 办 法 证 明 RL ~ Re 是 可 表示 的 , 所 以 G 是 可 表示 的 ,进而 Sb 
和 Sb 都 是 可 表示 的 ( 蔡 换 是 一 种 复杂 的 运算 ) 图 


(6) 在 n 上 取 值 为 KS"0) 的 函数 是 可 表示 的 . 
证 明 我 们 把 这 个 函数 称 为 f， 则 


f(0) = (h(0)), 
fln+1)=(h(S)) * f(n). 
再 利用 上 节 中 的 习题 8 就 可 以 证 明了 . 国 
(7) 存在 一 个 可 表示 关系 位 使 得 对 于 一 个 项 或 公式 a, 及 变 元 w， 
(ta,Hz) EeE Fr 对 xz 在 a 中 自由 出 现 
证 明 (a,b) € Fr Sb(a,b,H0)za 图 
(8) 全 体 句 子 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 


证 明 a 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 当 且 仅 当 a 是 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 并 且 对 于 任意 的 < 
a, 如 果 "是 一 个 变 元 的 哥 德 尔 数 , 则 〈(o, 信 和 正 . 国 


(9) 存在 一 个 可 表示 的 关系 Sbl, 使 得 对 于 公式 oa, 变 元 x 和 项 纪 (ta, 和 ez, 兹 ) < Sbl 当 且 
仅 当 a 中 的 > 可 由 t 替换. 
证 明 习题 1. 图 


(10) 关系 Gen 是 可 表示 的 ，(a,b) eGen 当 且 仅 当 a 是 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 并 且 b 是 对 
这 个 公式 运用 推广 法 则 后 得 到 的 公式 (以 后 简称 推广 式 ) 的 哥 德 尔 数 . 

证 明 (a,5) eGen 当 且 仅 当 aa=8 或 (37 < DEC 是 变 元 的 哥 德 尔 数 并 且 (a,j) eGen 同 
时 5= ((h(V)) *i* 有 让 再 对 Gen 的 特征 函数 进行 常规 的 讨论 就 行 了 . 图 
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(11) 重 言 式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 

我 们 可 以 用 真 值 表 的 方法 不 规范 地 判定 一 个 集合 是 否 是 重 言 式 的 集合 . 为 了 得 到 可 表 
示 性 ,我 们 根据 哥 德 尔 数 对 真 值 表 进 行 了 修改 . 下 面 是 几 个 简要 的 步 又 ， 

(11.1) 关系 R,(@,) & RR 当 且 仅 当 a 是 公式 a 的 哥 德 尔 数 , 旦 是 a 的 基本 组 成 的 哥 
德尔 数 , 则 关系 R 是 可 表示 的 . 

证 明 (a,b) e Ra 是 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 并 且 下 列 之 一 成 立 : 

Q) a=bH (a)o zn((). 

Gi) (3 < ola = (h(O0, nS)) #i# (hO))) (GD eA]. 

(ii) 与 ( 训 类 似 ， 只 需 将 ~ 改 为 一 . 

再 对 尽 的 特征 函数 进行 常规 的 讨论 就 行 了 国 

(11.2) 存在 可 表示 的 函数 PP 使 得 对 于 一 个 公式 a,P(Ha) = (HB1,… ,#6n), 即将 a 所 有 
的 基本 组 成 部 分 的 哥 德 尔 数 按照 顺序 排列 出 来 . 


证 明 首先 , 我 们 定义 函数 9 用 以 确定 Ha 中 Hy 之 后 的 基本 组 成 (这 里 ta 表示 哥 德 尔 
数 为 a 的 公式 a, 即 a = jo)， 


g(a,y) = ?使 得 mn = a 十 1 或 者 y <n 是 (a,n) € RR 的 最 小 元 素 . 


接 下 去 定义 函数 h, 使 得 h(a,n) 给 出 Ha 的 第 (n 十 1) 个 基本 组 成 (如 果 存 在 这 么 多 个 基本 
组 成 ): 


h(a,0) = g(a, 0) h(a,n+1)= g(a, h(a,n)). 
最 后 , 令 P(a) = *i<k(h(a,i)), 其 中 是 使 得 h(a, 及) > a 的 最 小 元 素 . 国 


(11.3) 我 们 称 整数 v 是 a 的 真 值 指派 编码 , 当 且 仅 当 wv 是 一 个 数字 序列 , lhv = lhP(Ha) 
并 且 (Yi < lhv)(3e < 2)(v)i = ((P(a))i,e). 这 是 一 个 wa 上 的 可 表示 关系 . 
例如 ,如果 P(ta) = (HB60,… ,#6,)， 则 


v 二 (人 Co， eo)， (HBn, en)), 


其 中 每 个 e; 是 0 或 1. 我 们 要 根据 ta 的 值 来 估计 v 的 上 界 . 当 每 个 ei 都 取 1 时 , v 有 最 大 


UU ((Ha, 1), ee , (to, 1)) 


= *i<lhP(Ha) (ta, 1)). 


(11.4) 存在 一 个 可 表示 的 关系 TY 使 得 对 于 一 个 公式 a 和 a( 或 更 多 ) 的 真 值 指派 编码 
v，(Ha, v) ETr 当 且 仅 当真 值 指 派 满足 a. 
证 明 习题 2. 图 


最 后 , a 是 个 重 言 式 当 且 仅 当 a 是 个 公式 且 对 于 a 的 真 值 指派 的 每 个 编码 v,， (ja, v) € 
Tr. 正如 11.3 中 解释 的 那样 ， (自然 语言 中 )v 的 量词 可 以 由 ta 的 可 表示 函数 来 约束 . 

(12) 由 具有 形式 为 Vvzp 一 p? 的 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 , 其 中 tt 是 可 以 
替换 变 元 z 的 项 . 
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证 明 公式 a 具有 上 述 形式 当 且 仅 当 (3 合式 公式 < oj (3 变 元 zx < al( 了 项 上 < a)[ 
可 替换 p 中 的 z 且 a=Yzyp 一 g?]. 此 处 “yp < a” 是 指 tp < Ha. 用 哥 德 尔 数 来 描述 这 个 等 
价 条 件 也 是 很 容易 的 : a 属于 该 集合 当 且 仅 当 (3f < oj(az < a)(3t < a) [f 是 一 个 公式 的 哥 
德尔 数 且 x 是 变 元 的 哥 德 尔 数 , t 是 项 的 哥 德 尔 数量 (f,z,t) € Sbl 且 a= (h((),h(V))*z*f* 
(h(—)) * Sb(f, 2,t) * (h()))]. 国 


(13) 由 具有 形式 为 Yz(a 一 由 一 Yza 一 Yz6p 的 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 
证 明 公式 7 具有 上 述 形式 当 上 且 仅 当 妇 变 元 xz <7) (公式 6 < WD = Vz(a 一 
B) 一 Vza 一 VzB]. 和 在 12 中 一 样 , 这 个 等 价 式 很 容易 用 哥 德 尔 数 来 重 述 . 图 


(14) 由 具有 形式 为 a 一 Yza 的 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 , 其 中 z 在 a 中 
不 自由 出 现 . 


证 明 与 (13) 类 似 . 图 
(15) 由 具有 形式 为 z = z 的 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 . 
证 明 与 (13) 类 似 . 国 


(16) 由 具有 下 列 形式 为 z = y 一 a 一 a' 的 公式 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 是 可 表示 的 , 其 
中 a 是 原子 公式 , 将 a 中 零 处 或 多 处 出 现 的 x 用 y 代替 就 得 到 a. 

证 明 除了 “部 分 替换 ”关系 外 , 与 (13) 类 似 . 令 (a,b,z,y) ePsb 当 且 仅 当 x 和 yy 是 
变 元 的 哥 德 尔 数 ，a 是 原子 公式 的 哥 德 尔 数 ,5b 是 长 度 为 hh a 的 数字 序列 ， 且 对 于 所 有 的 
j< 了 ha, (oj = (b); 或 (a); =z 且 (b); = 外 这 个 关系 是 可 表示 的 . 国 


(17) 逻辑 公理 的 哥 德 尔 数 集 是 可 表示 的 . 

证 明 a 是 逻辑 公理 当 且 仅 当 36 < a 使 得 a 是 6 的 推广 式 且 8 是 在 11~16 条 中 的 集 
合 中 的 公式 . 国 

(18) 对 于 公式 的 有 限 集合 4， 

{9(D)|ID 是 4 的 推论 } 

是 可 表示 的 . 实际 上 只 需要 推出 #4 是 可 表示 的 就 足够 了 . 

证 明 数 d 属于 这 个 集合 当 且 仅 当 d 是 长 度 为 正 的 数字 序列 且 对 于 每 个 小 于 lhd 的 数 
i, 下 面 三 个 条 件 之 一 成 立 . 

(1) (qd)i € #4, 

(2) (qd); 是 逻辑 公理 的 哥 德 尔 数 ,或 者 

(3) (3j,k < od); = (h(O) * (Dx * (h(—=)) * (dz * (hO))]. 

只 要 #4 是 可 表示 的 , 则 上 述 条 件 就 是 可 表示 的 . 对 于 有 限 集合 4, 情况 也 是 一 样 的 . 国 


(19) 任意 递归 关系 在 Cn hp 中 是 可 表示 的 . 

证 明 我们 知道 关系 R 是 递归 的 当 且 仅 当 存 在 某 个 和 谐 的 有 限 句子 集 使 得 某 个 公式 p 
能 在 Cn 4z 中 表示 RR. (不 失 一 般 性 , 我 们 假设 语言 中 只 有 有 限 多 个 参数 : 它们 包含 在 有 限 
集 4, p 以 及 0,S 和 Y 中. ) 当 民 是 一 元 关系 时 , 我 们 有 ae R 当 且 仅 当 DD 是 由 p(S*0) 或 
一 p(S*0) 的 4 递归 得 到 的 最 小 推论 . 
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更 形式 化 地 说 , ce R 当 且 仅 当 f(a) 的 最 后 一 个 元 素 是 to(S"0)， 其 中 
f(a) = 使 得 d 在 18 条 的 集合 中 并 且 它 的 最 后 一 个 元 素 是 to(S“0) 或 4- 2(S?“0). 
对 于 这 个 (固定 的 )p, 总 有 这 样 的 a 存在 . 国 
由 于 19 条 的 逆 命 题 是 显然 的 , 因此 我 们 有 
定理 34A 一 个 关系 是 递归 的 当 且 仅 当 它 在 理论 Cn 4z 中 是 可 表示 的 . 
因此 我 们 通常 不 使 用 “可 表示 ”, 而 是 使 用 “递归 ”这 个 词 . 
推论 34B 任意 递归 关系 在 只 中 是 可 定义 的 . 


(20) 现在 假设 我 们 有 句子 集 4 使 得 #4 是 递归 的 . 则 #Cn 4 不 是 递归 的 (我 们 在 下 一 节 
中 将 会 证 明 ), 但 是 我 们 仍然 有 一 个 方法 由 4 来 定义 Cn 4: 


aEHCnAif 3d[d 是 由 4 递归 的 一 个 数 并 且 4 的 最 后 一 个 组 成 是 
a 同时 a 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 ] 


由 18 的 证 明 可 知 , 方 括号 内 的 内 容 是 递归 的 . 但 一 般 情况 下 , 我 们 不 可 能 求 出 & 的 上 下 界 . 
我 们 只 能 说 #4Cn4 是 递归 关系 的 论 域 (或 者 说 , 是 可 递归 枚 举 的 . 这 个 概念 将 在 后 面 学 到 ). 
第 20 条 将 在 后 面 的 内 容 中 发 挥 关键 的 作用 , 而 且 , 它 还 会 在 定理 35I 中 得 到 重申 . 

(21) 如 果 #4 是 递归 的 并 且 Cn4 是 完全 理论 , 那么 tcCn4 是 递归 的 . 

换 句 话说 , 一 个 可 递归 公理 化 的 完全 理论 是 递归 的 . 这 和 推论 25G 的 结果 很 类 似 , 推论 
25G 断言 一 个 可 公理 化 的 完全 理论 是 可 判定 的 . 

它 的 证 明 在 本 质 上 没有 改变 . 令 (在 和 谐 的 情况 下 ) 


g(s) = 最 小 的 d 使 得 s 不 是 句子 的 哥 德 尔 数 , 或 4 在 18 条 的 集合 中 并 且 
d 的 最 后 一 个 组 成 是 s 或 (Pi((), 六 下) * s* (h())). 


这 样 g(tc) 是 从 4 得 到 的 o 或 (- o) 的 最 小 递归 9. 并 且 s etcn 4 当 且 仅 当 s > 0 并 且 
g(s) 的 最 后 组 成 部 分 是 s. 

从 这 一 点 上 看 , 我 们 应 该 重新 考虑 丘 奇 论 题 的 合理 性 . 假设 关系 R 是 可 判定 的 , 那么 判 
定 过 程 一 定 存在 一 个 有 限 的 程序 指令 . 这 个 过 程 本 身 大 概 由 几 个 基本 步 又 组 成 , 然后 被 反复 
执行 . (熟悉 计算 机 的 读者 都 知道 一 个 很 短 的 程序 可 能 需要 较 长 的 运行 时 间 ， 一 些 命 令 会 被 
反复 地 使 用 . ) 每 个 基本 步骤 可 能 都 很 简单 . 

通过 使 用 哥 德 尔 数 ,我 们 可 以 在 整数 中 来 反映 判定 过 程 . R 的 特征 函数 具有 下 面 形式 : 

KR(a) = UV [最 小 的 s 使 得 

(i) (s)o 解码 输入 元 素 了 

(ii) 对 于 所 有 正 数 i < jhs, (s)i 由 (s);_1 通过 执行 基本 步骤 得 到 ; 

(ii) s 的 最 后 一 个 组 成 部 分 描述 了 计算 结束 的 最 后 状态 ]， 

其 中 UU( 结 果 函 数 ) 是 某 个 简单 函数 , 它 从 s 的 最 后 一 个 组 成 部 分 里 得 出 (肯定 的 或 否定 
的 ) 答案 . R 的 递归 性 归结 为 U 的 递归 性 和 (i), (ii), ( 诈 ) 中 关系 的 递归 性 . 在 特殊 情况 下 ， 
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例如 判定 过 程 是 由 3.6 节 中 的 寄存 器 产生 的 , 这 些 组 成 部 分 的 递归 性 很 容易 检验 . 我 们 很 难 

想象 , 如果 一 个 判定 过 程 中 含有 不 可 递归 的 成 分 , 但 最 终 它 却 是 有 效 的 判定 . 例如 在 (i) 中 ， 

我 们 必须 能 使 每 个 基本 步骤 都 非常 简单 ,特别 要 保证 它们 是 递归 的 . 

习题 

1. 证 明 本 节 中 的 第 9 条. 

2. 证 明 本 节 中 的 第 11.4 条 . 

3. 利用 3.3 节 中 习题 11 的 结果 来 证 明 项 的 哥 德 尔 数 集 是 可 表示 的 (第 2 条 ). 

4. 设 T( 在 含有 0 和 S 的 有 限 递归 语言 中 ) 是 一 个 可 递归 公理 化 的 和 谐 理 论 , 证 明 了 中 任意 的 可 表示 
关系 必然 是 递归 的 . 
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3.3 节 和 3.4 节 中 的 内 容 将 在 这 一 节 中 发 挥 重要 的 作用 . 我 们 已 经 把 哥 德 尔 数 指派 给 了 
表达 式 , 并 且 还 证 明了 N 上 的 某 些 可 递归 判定 的 关系 (与 表达 式 的 语法 概念 有 关 ) 在 Cn Ag 
中 是 可 表示 的 . 

在 这 一 整 节 中 , 我 们 都 假设 在 问题 中 的 语言 都 是 % 的 语言 . (这 影响 到 “Cn” 和 “理论 ” 
的 意思 . ) 

不 动 点 引 理 ”对 于 只 含有 自由 变 元 v1 的 公式 6, 我 们 可 以 找到 句子 o 使 得 

45FHF [ce B(St°0). 

我 们 可 以 认为 o 间接 地 表达 “6 是 真 的 我 . ” 当然， 实际 上 c 什么 也 没 说 , 它 只 是 一 些 
符号 串 而 已 . 甚至 当 我 们 在 RM 中 把 它 翻 译 成 自然 语言 时 ， 它 也 仅仅 是 关于 一 些 数 字 和 它们 
的 后 继 及 运算 结果 的 句子 . 正 是 因为 我 们 把 数字 和 表达 式 联 系 起 来 , 我 们 才能 把 c 看 作 一 个 
公式 . 

证 明 设 9(v1,v2,v3) 在 Cn hg 中 函数 表示 一 个 函数 ， 这 个 函数 在 (ta,m) 的 值 为 
Ha(S"0)).( 见 3.4 节 中 5 和 6 两 条 . ) 我 们 首先 考虑 公式 

Yvs[0(v1, v2,v3) 一 B(v3)]. (1) 

(假设 6 中 的 vi 由 vs 代入 ， 则 上 述 式 子 中 只 有 w 是 自由 变 元 . 它 定义 了 MN 中 的 一 个 集 

合 , fa 属于 这 个 集合 当 且 仅 当 Ha(Ste0)) 在 6 定义 的 集合 中 . ) 设 g 是 (1) 的 哥 德 尔 数 , o 为 
vvs[0(S0, $0,v3) 一 BP(v3)]. 


o 是 将 式 (1) 中 的 vi 用 S90 代替 之 后 得 到 的 . 我 们 必须 注意 o 并 没有 断定 (在 名 下 )lo 在 6 
定义 的 集合 中 . 我 们 必须 验证 


ccw B(S1°0) ; (2) 
是 As 的 推论 , 由 于 被 9 函数 表示 的 函数 在 (9, 9) 的 值 是 to, 因此, 有 


AgF Vus[0(S10, S10,v3) to ua = Sic0]. (3) 


234 


235 
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我 们 可 以 依照 下 列 方法 得 到 (2) 式 : 

(一 ) (通过 观察 o) 我 们 容易 证 明 

oF 0(S80, S80, St°) 一 6(Stc0). 
同时 , 根据 式 (3),， 有 
Ap +- 0(S10, S70, S$!°0). 
因此 
Ap;o t+ B(Sic0)， 

这 证 明了 式 (2) 的 一 半 . 

二 式 (3) 中 的 句子 蕴涵 

B(S!°0) 一 [Vvs(0(S0, S70, v3) 一 B(v3))]. 

而 方 括号 内 的 公式 恰好 正 是 o. 图 

(有 时 , 我 们 用 ro" 表示 Si?0. 如 果 使 用 这 个 符号 ， 那么 不 动 点 引 理 可 以 简写 为 Ap 上 
(o © B(To ')). ) 

这 个 引 理 的 第 一 个 应 用 与 Cn hg 的 子 理论 没有 关系 ， 而 只 需要 下 面 这 个 相对 较 弱 的 
结果 

Fn [o = 8(S1°0)]. 

塔 斯 基 不 可 定义 定理 (1933) 集合 # Th % 在 % 中 是 不 可 定义 的 . 

证 明 ”我 们 考虑 任意 的 公式 6( 假 定 它 能 定义 # Th 名 ), 根据 不 动 点 引 理 (将 其 运用 到 
”8 上 ) 我 们 有 句子 o 使 得 

Fo [o 一 DB(Stc0)]. 


(如 果 6 确实 定义 了 此 Th R, 则 o 就 问 接地 表示 “我 是 错 的 .”) 则 
Fn o 全 Ko B(S1°0)], 


因此 , 要 么 o 是 真 的 , 但 ( 它 的 哥 德 尔 数 ) 不 在 8 定义 的 集合 中 , 要 么 o 是 假 的 且 在 那个 集 
合 中 . 无 论 哪 种 情况 , o 都 表示 0 不 能 定义 上 Th %. 国 


上 述 定理 立刻 就 说 明了 外 的 理论 是 不 可 判定 的 . 

推论 35A 4 Th RN 不 是 递归 的 . 

证 明 (根据 推论 34B) 任意 的 递归 集 在 % 中 都 是 可 定义 的 . 国 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 (1931) 如 果 4S Th %, 并 且 #4 是 递归 的 , 则 Cn 4 不 是 一 个 
完全 理论 . 

这 样 , Th % 就 不 可 能 是 完全 可 递归 公理 化 的 . 

证 明 由 于 4S Th%, 因此 我 们 有 Cn 4 S Th 各. 如 果 Cn 4 是 完全 理论 , 则 等 号 成 


立 . 但 是 , 如 果 Cn 4 是 完全 理论 , tcCn 4 就 是 递归 的 (根据 上 一 节 的 21 条 ). 我 们 由 上 面 的 
推论 可 知 , # Th R 不 是 递归 的 . 图 
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我 们 特别 要 指出 ，Cn As 不 是 完全 理论 ,因此 不 等 于 Th MRM. 并 且 我 们 不 可 能 通过 增加 
任何 公理 的 递归 集 来 消除 不 完全 性 . (所 谓 句子 的 递归 集 是 指 集合 2 使 得 把 是 递归 的 . ) 

我 们 可 以 从 哥 德 尔 定理 的 证 明 中 得 到 更 多 的 东西 . 想像 一 个 特别 的 递归 集 4 S Th %， 
根据 3.4 中 的 20 条 , 我 们 可 以 找到 一 个 公式 6, 它 在 名 中 定义 了 HCn 4. 按照 塔 斯 基 定理 的 
证 明 过 程 构造 的 句子 o 是 一 个 真 的 句子 但 不 在 Cn 4 中 . 这 个 句子 断言 ho 不 属于 8 定义 的 
集合 , 即 这 个 句子 间接 地 表示 ,“ 我 不 是 4 的 定理 . ”这 样 4 上 go， 当然 4 上 ”~ c. 这 个 证 明 
方法 和 哥 德 尔 的 原始 证 明 很 相近 , 没有 使 用 塔 斯 基 定理 . 正 是 因为 这 个 原因 , 哥 德 尔 在 叙述 
他 的 定理 时 , 没有 将 Th % 包括 进去 ; 我 们 冒昧 地 对 定理 进行 了 改动 . 

在 下 面 的 定理 证 明 中 , 我 们 需要 一 个 引 理 . 这 个 引 理 (概括 地 ) 说 , 我 们 可 以 向 递归 理论 
中 添加 一 个 新 的 公理 (和 有 限 多 个 新 的 公理 )， 却 不 改变 理论 的 递归 性 ， 

引 理 35B 如果 #Cn 了 是 递归 的 , 则 tcCn(2;r) 是 递归 的 . 

证 明 a es Cn(3;7) 舍 (7 一 a) ecn 了 这样 就 有 

a € HCn(3;7) 邻 a 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 , 并 且 (h(()) * 打 *(h( 一 ))*a*(h())) 在 #HCn 孔 
中 . 
这 可 以 由 上 节 课 的 结果 递归 得 到 . 国 

定理 35C(Cn AE 的 强 不 可 判定 性 ) 设 工 是 一 个 理论 使 得 TU hs 是 和 谐 的 , 则 好 不 
是 可 递归 的 . 

(请 注意 ， 本 节 中 提 到 的 语言 都 是 % 的 语言 ， 因 此 这 个 定理 中 的 “理论 ” 指 的 是 “% 的 
语言 的 理论 ”. ) 

证 明 设 T' 为 Cn(TU hp) 的 理论 . 如 果 拭 是 递归 的 , 又 因为 4p 是 有 限 的 ， 因 此 由 
上 面 一 个 引 理 我 们 能 够 得 到 , #7" 也 是 递归 的 . 

如 果 #7 是 递归 的 , 那么 它 在 Cn AE 中 可 以 由 某 个 公式 8 表示. 由 不 动 点 引 理 可 知 , 可 
以 找到 一 个 句子 o, 使 得 

4p5HF[cwnm6(Stc0)]. (*) 

(c 间接 表示 ,“ 我 不 在 T' 中 . ”) 


o¢T=Ho ¢HT 
> Ap +- -— BP(St°0) 
>ApHto 由 (*) 


全 ET 
因此 , 得 到 oc e T'. 但 这 个 结论 也 是 站 不 住 脚 的 : 
ocET=Ho ET 
> AptH Hp(Sic0) 
Aba ， 汀 确 


全 (no) ET, 
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这 与 T' 的 和 谐 性 相 矛 盾 . 图 


推论 35D ”假设 所 是 递归 的 , DU 4z 是 和 谐 的 , 则 Cn 2 不 是 完全 理论 . 
证 明 已 知 可 递归 公理 化 的 完全 理论 是 递归 的 (3.4 节 中 21 条 ). 但 根据 上 面 的 定理 , #Cn > 
不 是 递归 的 . 加 


这 个 推论 也 是 哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 一 种 表述 ， 只 是 用 4 的 和 谐 性 代替 了 “在 外 中 
为 真 ” 这 一 条 件 . 


丘 奇 定理 (1936) (在 多 的 语言 中 ) 取 值 为 真 的 句子 的 哥 德 尔 数 的 集合 不 是 递归 的 ， 
证 明 在 Cn 4z 的 强 不 可 判定 性 的 定理 中 , 取 了 为 语言 的 最 小 理论 ( 取 值 为 真 的 句子 
集 ) 即 可 . 国 


取 值 为 真 的 合式 公式 的 哥 德 尔 数 集合 也 是 不 可 递归 的 , 否则 , 取 值 为 真 的 句子 的 哥 德 尔 
数 的 集合 就 是 递归 的 . 

这 个 证 明 可 以 运用 到 % 的 语言 上 . 对 于 一 个 含有 更 多 参数 的 语言 来 说 ， 取 值 为 真 的 句 
子 的 集合 仍然 不 是 可 递归 的 ( 否则 它 与 % 的 语言 的 交集 是 递归 的 ). 实际 上 , 语言 中 只 要 含 
有 至 少 一 个 二 元 谓词 符号 就 够 了 . ( 见 推论 37G. ) 另 一 方面 , 语言 的 下 界 必须 要 确定 . 如 果 
语言 (等 号 的 语言 ) 中 只 含有 VY 一 个 参数 , 则 取 值 为 真 的 公式 的 集合 就 是 可 判定 的 . (见习 题 
6. ) 更 一 般 地 ， 如 果 参 数 只 有 Y 和 一 元 谓词 符号 , 则 取 值 为 真 的 公式 的 集合 是 可 判定 的 . 
3.5.1 递归 可 枚 举 性 

自然 数 上 的 一 个 关系 是 递归 可 枚 举 的 当 且 仅 当 它 具 有 形式 

{a 1 3b(a, 6) € Q} 

其 中 @ 是 递归 的 . 递归 可 枚 举 关 系 在 逻辑 中 占有 重要 的 地 位 . 它们 是 能 行 可 枚 举 关 系 的 形 
式 表 示 (不 久 将 要 给 以 解释 ). 

(递归 可 枚 举 的 标准 缩写 为 “r.e.”, 如 果 在 这 个 定义 中 用 “可 计算 ”代替 “递归 ”， 则 称 
为 可 计算 枚 举 关系 , 可 计算 枚 举 缩写 为 c.e.. ) 

和 递归 关系 一 样 , 递归 可 枚 举 关系 可 以 在 © 中 定义 . 如 果 p(v1,v2) 在 名 中 定义 了 一 个 
二 元 关系 @, 则 3uzp(u,v) 定义 了 {a 1 3b(a,0) € Q@}. 


定理 35E 下 述 关于 mm 元 关系 RR 的 结论 是 等 价 的 : 
(1) R 是 递归 可 枚 举 的 . 

(2) RR 是 某 个 递归 函数 8@ 的 定义 域 . 

(3) 对 于 某 个 递归 的 (m 十 1) 元 关系 Q， 


R= {(al ;am) | 3b(a am 人 € Q}. 
(4) 对 于 某 个 递归 的 (m + n) 元 关系 @， 
R= {(Q1,.…: , Qam) | 3b1,.…: ,bn(Q1,. ,Gm b1,**- , bn) E Q}. 


证 明 根据 定义 , 1 和 3 是 等 价 的 . 同时 根据 定义 域 和 (m + 1) 元 组 的 概念 (第 0 章 ), 2 
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和 3 也 是 等 价 的 . 3 推出 4 是 显然 的 . 因此 , 我 们 只 要 证 明 4 能 推出 3 就 可 以 了 . 由 于 


301，…: ,bn (al ,Qm, b1,* , bn) EQ 
得 3c(al， ”CQm， (cj)o，…: 3: , (C)n_1) € Q 


并 且 {《@1,… ,am, co)|(a1,… ,am;(c)o,… ,(c)n-1) & Q@} 是 递归 的 ,其 中 @ 是 递归 的 . (这 里 
我 们 使 用 序列 解码 函数 把 量词 串 转化 成 一 个 数字 . ) 国 


根据 这 个 定理 的 第 4 个 等 价 条 件 我 们 可 以 知道 ，R 是 递归 可 枚 举 的 当 且 仅 当 它 可 以 由 
NM 中 的 公式 3zl, …… ,3znp 定义 , 这 里 yp 由 hp 数字 确定 . 实际 上 , 这 里 我 们 可 以 要 求 p 是 
无 量词 的 ,这 个 结果 于 1961 年 (含有 竹 乘 运算 ) 和 1970 年 (不 含 寡 乘 运算 ) 被 证 明 . 证 明 的 
过 程 包含 一 些 数 论 的 知识 , 因此 我 们 忽略 它们 的 证 明 . 

请 注意 , 任意 递归 关系 也 是 递归 可 枚 举 的 ， 因为 如 果 RR 是 递归 的 ， 则 它 被 RW 中 的 公式 
3zl…3znp 定义 , 其 中 wp 由 hE 数字 确定 , 且 x31,… ,zn 不 在 p 中 出 现 . 


定理 35F ”一 个 关系 是 递归 的 当 且 仅 当 它 和 它 的 补 集 都 是 递归 可 枚 举 的 . 


我 们 已 经 知道 一 个 关系 是 可 判定 的 当 且 仅 当 它 和 它 的 补 集 都 是 能 行 可 枚 举 的 . 上 述 的 
定理 正 是 这 个 事实 (定理 17F) 形式 表述 的 . 

证 明 ”如果 一 个 函数 是 递归 的 , 则 它 的 补 也 是 递归 的 , 进而 , 它们 都 是 递归 可 枚 举 的 . 

反之 , 假设 已 和 它 的 补 集 都 是 递归 可 枚 举 的 ,那么 ， 对 于 任意 的 z， 存在 递归 的 Q 和 
RR, 使 得 


iePob(db)eQ 
a¢ Peab(ab) eR 


令 (本 = 最 小 的 六 使 得 (人 六 <Q@ 或 (了 及 RR. 这 样 的 5 总 是 存在 的 ,并且 f 是 递归 的 . 
最 后 ， 

dePo (df eoQ, 
因此 , P 是 递归 的 . 国 


递归 可 枚 举 关 系 是 能 行 可 枚 举 关 系 的 形式 化 表示 . 因此 , 我 们 有 下 面 非 正式 的 结果 , 它 
与 定理 35E 中 给 出 的 递归 可 枚 举 性 的 特征 是 相互 平行 的 . 


* 引 理 35G ， 一 个 关系 是 能 行 可 枚 举 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 可 判定 关系 的 定义 域 ， 

证 明 假设 @ 是 由 某 个 程序 能 行 枚 举 的 . 则 ze @ 当 且 仅 当 3n[a 在 第 n 步 枚 举 中 出 
现 ]. 方 括号 中 定义 的 关系 是 可 判定 的 并 且 定 义 域 为 @. 

反 过 来 , 对 于 可 判定 的 RR, 我 们 列举 出 集合 {(o, 牙 jn(o 忆 mn) e R}, 并 且 对 于 m = 0,1， 
2… , 我 们 逐个 检查 是 否 ((m)o, (m)1, (m)2) e R. 只 要 答案 是 肯定 的 , 我 们 就 把 ((m)o, (m)1) 
作为 输出 结果 . 国 


推理 35H( 五 奇 论题 ， 第 二 形式 ) 一 个 关系 是 能 行 可 枚 举 的 当 且 仅 当 它 是 递归 可 枚 
举 的 . 


239 


240 


180 第 3 章 不 可 判定 性 


证 明 通过 把 可 判定 关系 和 递归 关系 等 同 起 来 , 我 们 自然 可 以 把 可 判定 关系 的 定义 域 和 
递归 关系 的 定义 域 看 作 是 相同 的 . 全 


实际 上 , 丘 奇 论题 的 第 二 形式 和 第 一 形式 是 等 价 的 . 为 了 从 第 二 形式 证 明 第 一 形式 , 我 
们 要 用 到 定理 35F 和 17F. 

我 们 已 经 证 明了 可 递归 公理 化 的 理论 是 递归 可 枚 举 的 , 但 我 们 用 的 是 另 一 种 说 法 . 在 这 
里 我 们 重申 一 下 这 个 结果 , 因为 它 表 明了 递归 可 枚 举 性 在 逻辑 中 所 起 的 作用 、. 


定理 35I 如 果 4 是 句子 集 , 使 得 44 是 递归 的 , 则 #Cn 4 是 递归 可 枚 举 的 . 
证 明 见 3.4 节 中 20 条 . 国 


特别 地 , HCn Ag 是 递归 可 枚 举 的 , 但 (根据 定理 35C) 它 不 是 递归 的 . 在 下 一 节 中 , 我 
们 还 将 看 到 是 递归 可 枚 举 的 但 不 是 递归 的 集合 的 例子 . 

我 们 已 经 知道 ,一 个 理论 如 果 有 可 判定 的 公理 集 , 那么 它 是 能 行 可 枚 举 的 (推论 25F 和 
26I)， 上 面 的 定理 是 这 个 不 正式 的 结果 的 准确 表述 . 它 表 明 , 一 个 公理 化 的 理论 中 可 证 明 的 
结果 和 结构 中 取 值 为 真 的 结果 之 间 是 有 差距 的 . 用 公理 的 递归 集合 , 我 们 只 可 能 得 到 推论 的 
递归 可 枚 举 集 . 然而 根据 塔 斯 基 定理 , Th % 甚至 不 能 在 RM 中 定义 , 这 要 比 递归 可 枚 举 弱 得 
多 . 

既 使 我 们 扩展 语言 或 者 添加 新 的 公理 , 这 样 的 现象 仍然 存在 . 只 有 当 我 们 能 够 递归 地 区 
分 演绎 和 非 演绎 的 时 候 , 定理 的 集合 才 可 以 被 递归 枚 举 出 来 . 例如 , 数论 的 句子 集 在 我 们 通 
常 使 用 的 公理 集合 论 系 统 中 是 可 证 明 的 , 同时 也 是 递归 可 枚 举 的 .而 且 , 这 个 集合 包含 4z 
并 且 是 和 谐 的 (除非 你 所 使 用 的 系统 非常 奇怪 ). 这 样 , 集合 论 不 是 递归 的 也 不 是 完全 的 . (我 
们 将 在 3.7 节 中 更 详细 地 讨论 这 个 问题 . ) 


3.5.2 ” 弱 可 表示 性 
我 们 考虑 递归 可 枚 举 集 @, 其 中 对 于 递归 RR 
a EQSO (a,b) ER 


我 们 知道 存在 公式 p 在 Cn hg 中 表示 R. 因此 ,公式 402p 在 名 中 定义 了 Q@. 这 个 公式 在 
Cn Ag 中 不 能 表示 @, 除非 @ 是 递归 的 . 但 我 们 说 这 个 公式 几乎 可 以 表示 Q@. 


aEQ=la,b)eR 对 于 某 个 b 
> AgpF p(S°0, S?0) 对 于 某 个 也 
=> AgF 3ozp(S$20,v2) 

a¢ Qa,b) ¢ R 对 于 所 有 的 5 


过 Ap 一 p(S”0,S*0) ”对 于 所 有 的 5 
=> Apk 3v2ap(S°0, v2) 
最 后 一 步 的 证 明 是 正确 的 , 因为 如 果 对 于 所 有 的 b 都 有 Ag 一 yp(S?0), 则 Ag 上 3zp(z). (w- 


和 和谐 这 个 词 就 是 指 这 个 性 质 . ) 由 于 对 于 3zp(z), 一 p(S?0), 一 p(S10),…, 它们 在 RR 中 不 可 
能 都 为 真 . 
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这 样 我 们 就 有 
a EQSO ApH dvp(S°0,v»). 
要 把 这 可 表示 性 的 一 半 归 纳 成 定义 并 不 困难 . 


定义 设 Q@ 是 N 上 的 n 元 关系 ,是 一 个 公式 , 其 中 只 有 v1,… ,vn 是 自由 变 元 . 则 我 
们 称 vy 在 理论 工 中 弱 表 示 @, 当 且 仅 当 对 于 % 中 的 每 一 组 @1,… ,an， 


(Qi ,Qn) EQ OVS0,.….,S"0) eT. 
观察 到 , 如 果 @ 在 和 谐 理 论 T 中 是 可 表示 的 , 则 8@ 在 了 中 也 是 可 弱 表 示 的 . 


定理 35J] 一 个 关系 在 Cn hg 中 是 可 弱 表 示 的 当 且 仅 当 它 是 递归 可 枚 举 的 . 
证 明 ”我们 只 要 证 明 一 个 递归 可 枚 举 的 一 元 关系 8 在 Cn hs 中 是 可 弱 表 示 的 , 那么 同 
样 的 证 明 就 可 以 运用 到 nn 元 关系 Q 上 , 而 只 需要 改变 一 下 符号 就 够 了 . 反之 , 设 @ 由 Cn 4 
中 的 公式 弱 表 示 , 则 对 于 某 个 递归 函数 f 和 递归 关系 PP， 
(ob ,Qn) EQ@ 伟 3D [D 是 Vy(S*%+0,… ,S"0) 从 公理 hp 得 到 的 推论 ] 
今 3d (d,f(al,:.. ,an) EP 国 


3.5.3 ”算术 分 层 
我 们 定义 一 个 自然 数 上 的 关系 是 算术 的 ， 当 且 仅 当 它 在 MN 中 是 可 定义 的 . 但 从 某 种 意 
义 上 说 , 算术 关系 又 比 其 他 关系 更 容易 定义 . 我 们 可 以 根据 定义 关系 的 方法 把 算术 关系 归 为 
一 个 分 层 . . 
设 21 为 递归 可 枚 举 关 系 组 成 的 类 , 我 们 知道 定义 这 些 关 系 的 表达 式 中 总 含有 一 个 量词 . 
把 这 个 想法 拓展 一 下 , 我 们 可 以 定义 Dx 关系 类 和 IIe 关系 类 . 例如 ， 
21: {6 | 36(G,b) € RR},R 是 递归 的 . 
II : {a | Vbla, b) € R},R. 是 递归 的 . 
22: {a | 3cvb(a,b,c) € RR},R 是 递归 的 . 
II2: {& | Yc3b(a,b,c) € R},R 是 递归 的 . 
一 般 地 , 关系 @ 在 IL 中 当 且 仅 当 对 于 递归 关系 RR 它 有 形式 
{a | vb13b2:: :Dbr(d, DD € R} 


如 果 上 是 奇数 , 则 “ 口 ” 用 “Y” 代替 ,如 果 大 是 偶数 , 则 “ 口 ” 用 “3? 代替 . 类 似 地 ，Q@ 在 Zr 
中 当 且 仅 当 对 于 递归 关系 尺 它 有 形式 


{dl3bivb2 .:. Obrad, b) € R} 
如 果 上 是 奇数 , 则 “ 口 ” 用 “3” 代替， 如 果 大 是 偶数 , 则 “ 口 * 用 “v” 来 代替 . 
类 2k 和 Ix 也 可 以 通过 对 的 递归 来 定义 . 2 是 由 递归 可 枚 举 关系 组 成 的 . 然后 , 一 


个 关系 属于 Il 当 且 仅 当 它 的 补 在 2x 中 , 一 个 关系 属于 Zk+i 当 且 仅 当 它 是 Tx 中 关系 的 定 
义 域 . (我 们 其 至 可 以 从 =0 开始 , 通过 令 2o 为 递归 关系 组 成 的 类 . ) 
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例 由 hs 数字 确定 的 公式 所 对 应 的 哥 德 尔 数组 成 的 集合 在 Hz 中 ， 

证 明 a 属于 这 个 集合 当 且 仅 当 [a 是 一 个 公式 a 的 哥 德 尔 数 | 并 且 Yb3adla 是 从 hg 形 
如 a(St)0,S@):0,…) 或 其 否定 的 一 个 推论 的 哥 德 尔 数 9]. 通过 3.4 节 的 技巧 , 我们 可 以 证 
明 方 括号 中 句子 定义 的 是 递归 关系 . 我 们 将 它们 写成 前 束 范式 , 就 得 到 了 所 需要 的 形式 ， 


{a | Vb3d(a, b,d) € R}, 
且 RR 是 递归 的 . 国 


我 们 规定 更 多 的 记号 : 令 Al 为 递归 关系 组 成 的 类 , 则 前 面 的 结果 (定理 35F) 陈述 为 ， 
一 个 关系 是 递归 的 当 且 仅 当 它 和 它 的 补 是 递归 可 枚 举 的 , 可 以 用 下 面 的 等 式 来 表示 ， 
Al = 1 NTI. 
由 于 这 个 等 式 的 正确 性 , 我 们 通过 类 似 的 等 式 来 定义 An,n > 1， 
An = Pn N IIn. 
下 面 的 包含 关系 成 立 : 


Al ES 1 的 情况 已 经 在 前 面 提 到 过 了 (参考 定理 35F), 它 的 证 明 用 到 了 “加 入 空 量词 * 的 方 
法 . 从 概念 上 讲 ， 另 一 种 情况 的 证 明 是 相同 的 . 如 果 wp 中 不 出 现 xz, 则 yp, Yzp 和 3zw 都 是 
等 价 的 . 比如 说 , 1 中 的 一 个 关系 由 公式 3yy 定义 , 其 中 2 由 hs 数字 确定 ,那么 这 个 关 
系 同样 可 以 由 3yYzp 和 Yz3yyp 来 定义 (其 中 z 不 在 p 中 出 现 ). 因此 , 这 个 关系 也 在 22 和 
Ia。 中 . 

上 述 所 有 的 包含 关系 都 是 真 包含 , 即 , 等 号 不 成 立 . 但 在 此 我 们 不 做 证 明 . 我 们 把 这 些 
包含 关系 在 图 3-1 中 表示 出 来 . 


[AN 


图 3-1 PN 的 图 像 
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算术 关系 组 成 的 类 等 于 Ui >x, 也 等 于 UII. 例如, 任意 2 中 的 关系 是 算术 的 , 它 在 
外 中 由 公式 3zvVyy 定义 , 这 里 p 由 A 数字 确定 . 友之 , 任意 算术 关系 都 可 以 在 外 中 由 某 
个 前 束 公式 来 定义 . 这 个 前 东 公 式 中 的 无 量词 部 分 定义 了 一 个 递归 关系 (因为 无 量词 公式 是 
由 4 数字 确定 的 ). 因此 , 被 定义 的 关系 就 落 入 这 个 层次 , 定理 35E 的 证 明 中 “依次 去 除 ” 
量词 3 … 引 的 方法 (及 与 之 对 称 的 是 处 理 YY.…Y 的 方法 ) 在 这 里 非常 有 用 . 

因此 ， 我 们 有 下 面 的 结果 ， 这 个 结果 把 尔 中 的 可 定义 性 和 刚刚 从 递归 关系 中 建立 起 来 
的 层次 联系 了 起 来 . 


定理 35K 我 们 把 自然 数 上 的 关系 称 为 算术 的 ( 即 , 在 饼 中 是 可 定义 的 ), 当 且 仅 当 对 
于 某 个 它 在 x 中 , 并且 这 个 条 件 等 价 于 对 于 某 个 i 它 在 IL 中 . 

特别 地 , 就 像 前 面 提 到 的 那样 , 任意 递归 可 枚 举 的 关系 是 算术 的 . 

当 我 们 把 一 些 特殊 的 算术 关系 进行 分 类 时 , 一 些 技巧 是 非常 有 用 的 . 例如 , 设 A 是 一 些 
公式 a 的 哥 德 尔 数 集 , 使 得 对 于 某 个 mw， 


AgpF a(S"0) 且 (vi <n)AgF 一 Qa(S'0). 


那么 we 4 当 上 仅 当 [a 是 一 个 合式 公式 a 的 哥 德 尔 数 | 并 且 3n3DID 是 从 As 得 到 的 形 如 
a(S"0) 的 推论 ] 并 且 (vi < n)3Di[D; 是 从 hs 得 到 的 形 如 ~” a(S0) 的 推论 ]. 方 括号 内 的 部 
分 是 递归 的 ,因此 我 们 要 数 一 数 剩 下 的 量词 . 约束 量词 “Yi < n” 就 不 必 数 了 ,因为 我 们 有 


(Vi <n)(3d)(d,i) €E PO (dvi <n)((d)i,i} eeP. 


利用 这 个 事实 , 我 们 把 约束 量词 推 到 递归 部 分 中 . 这 样 就 有 , 4 e 允 ). 
下 面 的 定理 是 定理 35I 的 推广 . 


定理 35L 设 4 是 句子 的 集合 , 使 得 44 在 Ek 中 , 这 里 > 0, 则 HCn 4 也 在 Bk 中. 

证 明 回 到 3.4 节 中 的 18 和 20 条 的 证 明 . 在 这 里 我 们 有 : 

aetcn A 车 a 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 且 3dld 是 数字 序列 并 且 d 的 最 后 部 分 是 a 并且 
对 于 每 个 小 于 hd 的 i, 要 么 (1)(d); € 1# A, (2)(d); 是 逻辑 公理 的 哥 德 尔 数 , 要么 (3) 对 于 小 
于 i 的 某 个 7 和/, (qd); = (h(O) * (di * (一 )) * (d)s * (hO))]. 
因为 在 (1) 中 #4 es Ek, 我 们 必须 把 “(qd); e #44” 对 递归 8 用 下 面 的 形式 替换 : 


3biVb2: :Dbn((d)i,D) EQ 图 


现在 只 剩 下 把 这 个 结果 转化 成 2k 中 的 自然 语言 前 束 表 达 式 . 我 们 假定 读者 设 = 2 并 且 已 

经 写 出 了 表达 式 ,上 个 例子 中 的 过 程 对 此 将 有 帮助 

习题 

1. 证 明 不 存在 递归 集 RR 使 得 HCn 4S R 并且 Hol(-o)eCn Agp} S RR, 尼 是 RR 的 补 . (这 个 结果 可 
以 叙述 为 : Ag 的 定理 不 能 和 可 拒绝 的 句子 递归 地 分 开 . ) 提示 : 构造 一 个 句子 a“ 我 的 哥 德 尔 数 不 
在 已 中 . ”检验 一 下 to 在 哪儿 . 

2. 设 在 含有 0 和 S 的 递归 可 枚 举 语言 中 , 4 是 句子 的 递归 集合 . 同时 假设 每 个 递归 关系 在 理论 Cn 4 
中 都 是 可 表示 的 . 进一步 假设 4 是 w 和 谐 的 , 即 , 不 存在 公式 wp 使 得 4F zazwp(z) 而 且 对 于 所 有 


的 ae N,AF- 一 py(S*0). 构造 一 个 句子 o, o 间接 表示 它 不 是 4 的 定理 , 并 证 明 既 不 是 4F o, 也 
不 是 4F OO. 提示 : 参考 3.0 节 . 
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说 明 : 这 是 不 完全 性 定理 的 另 一 种 表达 形式 , 它 和 哥 德 尔 1931 年 提出 的 原始 定理 很 相近 . 请 注意 , 我 
们 不 要 求 公理 4 在 外 中 是 真 的 , 也 不 要 求 4 包 含 AE. 但 仍然 可 以 使 用 不 动 点 的 讨论 . 

3. 令 了 是 递归 可 数 语 言 (包含 0 和 S) 中 的 理论 . 假设 N 的 所 有 递归 子 集 在 了 中 都 可 弱 表 示 . 证 明 : 打 
不 是 递归 的 . 提示 : 构造 一 个 二 元 关系 P 使 得 N 的 任意 可 弱 表 示 的 子 集 都 等 于 {bl(a,b) e P}, 其 
中 a 是 某 个 元 素 , 并 且 满 足 如 果 拭 是 递归 的 , 则 P 也 是 递归 的 . 考虑 集合 H = {bl(b,b) 4 P}， 
参考 3.0 节 中 的 证 明 方法 . 在 那 一 节 中 ,针对 特殊 情况 T= Thm 所 使 用 的 “对 角 线 法 ”在 这 里 可 
以 采用 . 

说 明 : 这 个 练习 给 出 了 下 面 这 个 结论 , “任意 一 个 足够 强 的 理论 都 是 不 可 判定 的 . ” 

4. 证 明 存 在 28e 个 互 不 同 构 的 Th MN 的 可 数 模 型 . 提示 : 对 于 每 个 素数 集 4, 构造 一 个 模型 , 使 得 模型 中 
有 一 个 元 素 恰 好 能 被 4 中 的 素数 整除 . 

5. (Lindenbaum) 设 了 是 可 判定 的 和 谐 理论 (在 一 个 合理 的 语言 中 ). 证 明 工 可 以 被 扩展 成 可 判定 的 完 
全 和 谐 理论 T'. 提示 : 依次 检验 每 个 句子 o; 向 工 中 添加 o 或 ~ c. 但 要 注意 保持 可 判定 性 . 

6. 我 们 考虑 等 号 的 语言 , 其 中 Y 是 唯一 的 参数 . 令 和 n 是“ 至少 存在 n 个 元素 ”的 公式 表示 , 参见 定理 
26 A 的 证 明 . 我 们 称 一 个 公式 是 简单 的 当 且 仪 当 它 可 以 从 原子 公式 建立 起 来 , 并且 An 是 通过 使 
用 联结 符号 得 到 的 (而 不 是 使 用 量词 符号 ). 现 给 定 等 号 的 语言 中 的 任意 一 个 公式 , 请 读者 给 出 找到 
与 其 逻辑 等 价 的 简单 公式 的 方法 .提示 把 这 个 习题 看 作 是 量词 消去 的 结果 (其 中 在 An 中 量词 不 
出 现 ). 运用 定理 31F. 

7. (a) 假设 4 和 B 是 属于 Bx( 或 ITk) 的 N 的 子 集 . 证 明 4UB 和 An B 也 属于 Zk( 或 IIx). 

(b) 假设 4 在 2x( 或 Hk) 中 , 并 且 函 数 及,…… , fm 是 递归 的 . 证 明 


二: (fi(@),.… ,fm(@))) € A} 


也 在 (或 ITs) 中 . 提示 : 首先 证 明 该 结论 对 1 成 立 , 然后 可 以 把 讨论 的 过 程 推广 . 

8. 令 工 是 递归 可 枚 举 语言 (含有 0 和 S) 中 的 理论 , 令 n > 0 是 一 个 固定 的 数 . 假设 所 有 在 2 中 的 NN 的 
子 集 都 可 在 T 中 弱 表 示 . 证 明 好 不 在 I 中 . (习题 3 是 本 题 当 n=0 时 的 特例 ， 只 需 把 当时 的 提 
示 用 在 现在 的 情况 就 可 以 了 . ) 

9. 证 明 

to|AE;o 是 w 和 谐 的 } 
(见习 题 2) 是 Hs 集合 . 
10. 理论 Cn 4z 有 许多 完全 的 扩展 ,Th hm 仅仅 是 其 中 的 一 个 ， 那 么 像 这 样 的 完全 扩展 有 多 少 呢 ? 
即 , 4 的 完全 扩展 理论 (在 语言 中 ) 所 组 成 的 集合 的 基数 是 多 少 ? 


3.6 ”递归 函数 


为 了 得 到 不 完全 性 定理 和 不 可 判定 性 定理 ,我 们 已 经 使 用 了 递归 函数 ( 即 ， 那 些 被 看 作 
关系 的 函数 是 递归 的 ). 就 其 本 身 而 言 , 递归 函数 类 也 是 一 个 有 趣 的 类 , 在 本 节 中 , 我 们 将 介 
绍 一 些 它 的 性 质 . 

根据 丘 奇 论题 , 我 们 已 经 知道 , 一 个 函数 是 递归 的 当 且 仅 当 它 能 够 由 一 个 能 行 过 程 来 计 
算 . 这 个 结果 在 递归 函数 中 非常 有 用 , 并且 能 够 帮助 我 们 直观 地 理解 递归 这 个 概念 ,进而 有 
利于 我 们 对 递归 函数 的 学 习 . 例如 , 假设 已 知 N 的 一 个 递归 置换 , 问 它 的 道 是 否 是 递归 的 ? 
在 证 明之 前 , 我 们 首先 应 该 直观 地 考虑 一 下 它 所 对 应 的 问题 : 一 个 可 计算 的 置换 f 的 反 函 数 
是 否 是 可 计算 的 ? 答案 是 肯定 的 . 要 计算 /1(3), 我 们 可 以 分 别 计算 1(0), f(1),…. 直到 找到 
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某 个 上 使 得 f(k) = 3. 那么 广 !(3) = 有. 至 此 , 我 们 可 以 得 到 两 个 结果 . 第 一 , 关于 递归 置换 
的 答案 也 是 肯定 的 . 第 二 , 证 明 这 个 结论 的 方法 ， 只 需 将 直观 证 明 严 格 地 写 出 来 就 行 了 . 在 
本 节 中 ,上 述 这 个 解决 有 关 递 归 问 题 的 方法 是 非常 有 用 的 . 

在 开始 讨论 递归 函数 之 前 , 先 列 出 一 些 有 关 递 妇 函 数 的 事实 . 根据 定理 34A 我 们 知道 ， 
一 个 函数 f 是 递归 的 当 生 仅 当 它 (作为 关系 ) 在 Cn4e 中 可 表示 . 进而 , 每 一 个 递归 函数 在 
这 个 理论 中 是 可 弱 表 示 的 . 

3.3 节 中 给 出 了 递归 函数 的 编目 表 , 并 且 证 明了 递归 函数 类 在 某 些 运算 下 ， 比 如 复合 运 
算 (定理 33L) 和 “最 小 零 ” 运算 (定理 33M), 是 封闭 的 . 

我 们 还 知道 一 些 函数 不 是 递归 的 . 虽然 从 Nm 到 N 内 的 函数 有 不 可 数 多 个 (精确 地 说 有 
2%o 个 ), 但 其 中 只 有 可 数 多 个 是 递归 的 . 尽管 在 3.3 节 中 提 到 的 函数 几乎 都 是 递归 的 , 但 仍 
然 存 在 着 大 基 不 可 递归 的 函数 . 从 3.3 节 的 编目 1 可 知 , 一 个 非 递 归 集合 的 特征 函数 不 是 递 
归 的 . 例如 , 如 果 当 是 Cn4z 中 的 元 素 的 哥 德 尔 数 时 ，f(a) = 1, 否则 f(a) = 0, 那么 了 就 
不 是 递归 的 . 


3.6.1 范式 


对 于 任意 一 个 可 计算 的 函数 , 臂 如 多 项 式 函 数 a? + 3a + 5, 我们 原则 上 可 以 设计 一 个 数 
字 计 算 机 ,使 得 当 我 们 输入 a 时， 计算 机 能 输出 a? + 3a + 5 的 值 ( 见 图 3-2). 但 如 果 我 们 
要 计算 另外 一 个 不 同 的 函数 ， 就 要 设计 另 一 个 不 同 的 计算 机 . (或 改变 原 有 计算 机 的 线路 . ) 
很 早 以 前 人 们 就 意识 到 , 需要 设计 一 种 具有 内 装 通用 程序 的 计算 机 . 使 用 这 种 计算 机 时 ， 只 
要 输入 a 和 计算 多 项 式 所 需要 的 程序 ( 见 图 3-3) 就 可 以 . 这 种 “通用 ”计算 机 需要 两 个 输入 
项 , 并 且 只 要 输入 的 计算 程序 是 正确 的 , (如 果 内 存 空 间 足 够 大 ) 它 就 可 以 计算 任意 的 一 元 可 
计算 函数 . 当然 , 许多 程序 员 也 发 现 , 有 一 些 程序 不 和 N 上 的 任意 一 个 函数 所 对 应 . (它们 实 
际 上 会 产生 故障 ! ) 


az+3a+5 


图 3-2 特殊 用 途 的 计算 机 


程序 a 


az+3a+5 


图 3-3 通用 计算 机 
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在 这 一 节 和 下 一 节 中 , 将 重复 上 面 的 内 容 , 但 用 的 是 递归 函数 及 其 证 明 . 对 于 通用 计算 
机 ， 我们 有 递归 关系 元 和 递归 函数 U. 那么 对 于 任意 一 个 递归 函数 f : N 一 N， 存 在 一 个 
e( 类 似 于 程序 ) 使 得 


f(a)=U( 使 得 (e, a,k) € 了 的 最 小 的 有) 
=U(ukt(e, Qi k) €E Ti), 


248] 其 中 第 二 个 式 子 可 以 看 作 第 一 个 的 缩写 . 实际 上 , 这 里 的 。 是 公式 p 的 哥 德 尔 数 , p 在 CnAp 
中 表示 (至 少 弱 表示 )f. 使 得 (e,a, 避 & Ti 的 数 编 码 从 p(S*0,S1(%0) 的 Ag 推理 的 哥 德 
尔 数 9 与 f(a). 


定义 ”对 于 每 个 正 数 m, 令 Tm 为 (m 十 2) 元 关系 , 使 得 (eal…… ,am,k) € Tm 当 且 仅 
当 

(ij e 是 自由 变 元 为 ,omumn+l 的 公式 9 的 哥 德 尔 数 ; 

(这 大 是 长 度 为 2 的 数字 序列 , 并且 (k)o 是 从 p(S”10,… ,Sm 0,Sto0) 的 hp 推出 的 
哥 德 尔 数 9. 


这 个 定义 的 思想 是 ， 对 于 任意 的 一 元 递归 函数 记 我 们 首先 把 e 取 为 弱 表 示 f( 看 作 关 
系 ) 的 公式 p 的 哥 德 尔 数 . 那么 我 们 知道 , 对 于 任意 a 和 %b， 


AgFHF- p(S°0,8°0) 证 b= f(a) 


所 以 满足 定义 中 的 条 件 (i 的 任意 数 尺 必须 等 于 〈(k)o, f(a))， 其 中 (k)o 是 来 自 hz 的 
p(S*0, Sf(%) 0) 的 推理 的 9. (在 此 , 不 要 求 Ti 定义 中 的 尽量 小 , 因此 可 以 把 它 从 Ti 通 
常 的 定义 中 分 出 . ) 

我 们 把 “结果 ”函数 U 取 成 


则 Z 是 递归 的 , 并 且 根 据 上 一 段 中 的 条 件 , 我 们 有 U(k) = f(a). 


推论 36A ”对 于 每 个 m, 关系 Th 是 递归 的 . 

证 明 mm = 2 的 情况 ，(e,a1,a2,k) € Tz 当 旦 仅 当 e 是 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 ，HYw 
Yv2Vv3)* e 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 , 上 是 长 度 为 2 的 数字 序列 , 并且 (k)o 是 从 Sb (Sb (Sb 
(eoli:g(ai))， Hoa, 9(a2)), Hv3,9((k)1)) 的 4 推理 的 哥 德 尔 数 9, 其 中 g(n) = HS"0. 从 3.4 节 
中 我 们 知道 , 所 有 这 些 都 是 递归 的 . 图 


定理 36B (a) 对 于 任意 的 递归 函数 f : Nm 一 N, 存在 一 个 e 使 得 对 于 所 有 a1):… ,am， 
ja am) = U(pk(e, al ,Qm, k) € Tim). 


(特别 地 , 这 样 的 数 k 是 存在 的 . ) 
(b) 反之 ， 对 于 使 得 Vai,:… ,am3k(e,a1,… ,amyk) €E Tm 的 e， 在 01,… ,am 的 值 为 
DUKE (e,Q1,.** ,Qm, k) € Tim) 的 函数 是 递归 的 . 
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证 明 (b) 可 以 从 U 和 Tm 是 递归 的 事实 得 出 . 至 于 (a), 我们 把 e 取 成 在 Cn4e 中 弱 
表示 f 的 公式 p 的 哥 德 尔 数 , 对 于 任意 给 定 的 2, 我 们 知道 AgF p(S*10,… ,So0,S140)， 
如 果 我 们 令 d 是 从 这 个 句子 的 hp 推出 的 9， 那 么 (e,a, (qd, Fa))》e Tm， 因此 存在 某 个 
k， 使 得 (e, a,k) € Tm， 并且 对 于 任意 这 样 的 k， 我 们 知道 由 于 (k)o 是 9 的 推论 ， 所 以 
AE Fp(S”10,.… ,Som0, S10). 进而 , 根据 我 们 对 yp 的 选择 有 U(k) = (k)1 = f(@). 这 样 ， 
我 们 有 U(jkle, a,k) € Tm) = f(a) 图 


这 个 定理 是 Kleene 在 1936 年 提出 的 , 它 说 明了 每 一 个 递归 函数 在 范式 
f(a) = U(pk(e, a, k) € Tn). 


的 形式 下 是 可 表示 的 . 这 样 ， 能 够 计算 V 和 TT 的 特征 函数 的 计算 机 就 是 一 元 递归 函数 的 
“通用 ”计算 机 , 输入 项 e 对 应 于 这 个 程序 ， 如果 输出 项 是 任意 的 ,， ( 即 , 对 于 任意 的 都 有 
(e,Q,k) ET ) 那么 e 的 选择 必须 很 小 心 . 


3.6.2 ”部 分 递归 函数 
如 果 我 们 把 部 分 函数 也 考虑 进来 ,递归 函数 的 理论 就 变 得 更 自然 了 . 


定义 mm 元 部 分 函数 是 指定 义 域 dom f C Nm 且 值 域 ran f CN 的 函数 f.， 如 果 
a 4 dom f， 则 称 f(a) 无 定义 . 如 果 dom f= N”, 则 称 f 是 全 函数 . 

在 此 提醒 大 家 不 要 过 于 关注 “部 分 ” 和“ 全体” 这 两 个 词 (或 “无 定义 ”). 我 们 说 部 分 函 
数 f 可 以 是 也 可 以 不 是 全 体 的 . “部 分 ”和 “全 体 ” 这 两 个 词 不 是 对 立 的 . 

首先 来 看 那些 不 是 正规 意义 上 可 计算 的 部 分 函数 . 


定义 _m 元 部 分 函数 f 是 可 计算 的 当 且 仅 当 存 在 一 个 可 行 的 过 程 使 得 
(a) 对 于 dom f 中 的 m 元 组 这 个 过 程 能 够 得 出 fa); 并 且 
(b) 对 于 不 在 dom f 中 的 有 这 个 过 程 没有 输出 值 . 


这 个 定义 对 全 函数 的 可 计算 性 做 出 了 扩展 . 在 3.3 节 中 我 们 证 明了 定理 33H, 这 个 定理 
中 的 一 些 结果 对 部 分 函数 仍然 成 立 ， 


* 定 理 36C mm 元 部 分 函数 /是 可 计算 的 当 且 仅 当 f( 作 为 (m + 1) 元 关系 ) 是 能 行 可 枚 
举 的 . 

证 明 该 定理 的 证 明 与 定理 17E 的 证 明 很 相似 . 首先 假设 我 们 能 够 能 行 地 枚 举 f. 对 于 
给 定 的 mm 元 组 #, 我 们 逐个 检查 枚 举 过 程 列 出 的 关系 . 如 果 一 个 以 开头 的 (m 十 1) 元 组 出 
现 了 , 我 们 就 将 这 个 (m + 1) 元 组 的 最 后 一 个 元 素 作为 Fa) 的 值 . 

另 一 方面 , 假设 f 是 可 计算 的 , 并 且 f 是 个 一 元 部 分 函数 . 我 们 可 以 按照 下 面 的 步 又 把 
f 当 作 关系 枚 举 出 来 : 

(1) 花 一 分 钟 来 计算 f(0). 

(2) 花 两 分 钟 来 计算 f(0), 再 花 两 分 钟 计算 f(1). 

(3) 花 三 分 钟 来 计算 f(0), 花 三 分 钟 计算 f(1), 再 花 三 分 钟 计算 f(2). 

如 此 计算 下 去 ， 当然 , 当 其 中 一 步 算出 结果 时 , 我 们 就 把 对 应 的 一 对 变量 和 结果 作为 关 
系 的 一 个 元 素 . 
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对 于 可 计算 的 m 元 部 分 函数 , 我 们 计算 的 不 是 f 在 0,1,2,…… 的 值 , 而 是 它 在 ((0)o,…， 
(0)m-D (1)o , (1)m-1), ((2)o,… , (2)mw-1) 等 等 上 的 值 . 国 

当 /是 可 计算 的 全 函数 时 ,我们 也 能 得 到 f 是 一 个 可 判定 的 关系 . 但 对 于 部 分 函数 来 
说 , 这 个 结果 不 成 立 . 例如 , 令 

Pe 0 如 果 a € HCnAgp,， 
无 定义 ”其 他 情况 . 

则 了 是 可 计算 的 . (我 们 通过 枚 举 fCnAg 并 找到 a 来 计算 f(a). ) 但 f 不 是 一 个 可 判定 关系 ， 
否则 HCnAhg 就 是 可 判定 的 了 . 根据 这 个 例子 和 上 一 个 定理 , 我 们 给 出 与 可 计算 部 分 函数 对 
应 的 部 分 递归 函数 的 确切 定义 . 

定义 ”如果 一 个 部 分 函数 在 被 看 作 关系 时 是 递归 可 枚 举 的 , 则 称 这 个 函数 为 部 分 递归 琐 
数 . 

大 家 要 注意 的 是 , “部 分 递归 函数 ”是 一 个 不 能 再 分 割 的 短语 ; 即 一 个 部 分 递归 函数 ( 作 
为 关系 ) 不 必 是 递归 的 . 但 对 于 全 函数 来 说 , 这 个 术语 中 的 “递归 ”仍然 和 前 面 的 意思 相同 . 

定理 36D 令 f:N™m 一 是 一 个 全 函数 , 则 f 是 部 分 递归 函数 当日 仅 当 /是 递归 的 
(作为 关系 ). 


251 证 明 如 果 f( 作 为 关系 ) 是 递归 的 , 那么 f 更 是 递归 可 枚 举 的 . 反之 , 假设 f 是 递归 可 
枚 举 的 . 由 于 f 是 全 函数 ,所 以 


f(a) #4 Iclf(a) = cHb #d. 
等 价 号 右 侧 的 表达 式 说 明 f 的 补 集 也 是 递归 可 枚 举 的 . 这 样 根据 定理 35F, f 是 递归 的 ， 国 
在 范式 部 分 的 讨论 中 ,我 们 画 了 一 个 双 输 入 的 装置 ( 见 图 3-4). 对 于 任意 一 个 可 计算 的 
部 分 函数 , 应 该 存在 某 个 程序 能 计算 它 . 但 目前 这 个 断言 的 逆 命 题 成 立 : 任意 一 个 程序 都 能 


生成 某 个 可 计算 的 部 分 函数 . 当然 , 许多 程序 生成 的 函数 是 空 的 ,但 空 函数 仍然 是 可 计算 的 
部 分 函数 . 


程序 a 


C3 


f(a) 


图 3-4 带 有 计算 f 的 程序 的 计算 机 


我 们 可 以 用 相同 的 方法 来 考虑 部 分 递归 函数 . 对 于 每 个 ee N, 我 们 定义 mm 元 部 分 函数 
Eel 为 
[el (ai ,am) = U(uk(e, Qi1,:* ,QAQm, k) € Tim). 
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如 果 这 样 的 不 存在 ,等 号 的 右边 可 以 理解 为 无 定义 . 换 句 话说 ， 
aEdom [el 计 3k(e,Q1,::: ,Qam,k) € Tm, 


在 这 种 情况 下 , [eljx(a) 的 值 由 上 面 的 等 式 给 出 . 
下 面 的 定理 是 对 定理 36B 的 推广 . 


范式 定理 (Kleene, 1943) (a) 在 (e,a1.… ,am) 的 信 是 [ejm(a1,.… ,am) 的 (m+1) 元 
部 分 函数 是 部 分 递归 函数 . 
(b) 对 于 每 个 e > 0，[aj。 是 m 元 部 分 递归 函数 . 
(c) 对 于 任意 m 元 部 分 递归 函数 ， 都 存在 某 个 。 使 得 这 个 部 分 递归 函数 等 于 ej 
证 明 (a) 已 经 有 


[el (0) =b © 3k[(e, dk) € Tn, U(k) = bE(Vk’ < k)(le,a,k’) ¢ Tonl. 


方 括 号 中 的 部 分 是 递归 的 , 因此 这 个 函数 (作为 关系 ) 是 递归 可 枚 举 的 . 

(b) 的 证 明 仍然 可 以 采用 (a) 中 的 方法 ， 只 不 过 此 时 e 是 固定 的 . 

(0) 令 f 是 一 个 m 元 部 分 递归 函数 , 则 {(a,5),|f(a) = 6} 是 递归 可 枚 举 的 . 因此 存在 公式 
yp 在 CnAhg 中 弱 表 示 这 个 关系 . 我 们 断言 /= 昌 poj，. 因为 如 果 f(a) = 6, 则 Ag Fp(S*0,.…， 
Sem0, Ss0)， 所 以 存在 使 得 (jp,a,k) € Tn. 对 于 任意 这 样 的 k, 我 们 有 U(k) = 六 这 是 
因为 对 于 c 关 b，AE Kp(S”0,… ,Sm0,S°0). 类似 地 ， 如 果 f(a) 无 定义 ， 则 对 于 任意 的 
c, Ap K p(S™"0,.… ,S°™0,S°0), 因此 oj 在 这 也 无 定义 . 国 


范式 定理 中 的 (a)( 当 m = 1 时 ) 告诉 我 们 , 由 等 式 
Bfe,a) = [eli(o) = U(uk(e,a,k) € T) 


定义 的 函数 下 是 部 分 递归 函数 . 同时 (c) 说 明 ， 如 果 我 们 固定 更 的 第 一 个 变量 于 一 个 合 ; 
的 值 , 我们 可 以 得 到 任意 的 一 元 部 分 递归 函数 , 从 这 个 意义 上 说 , 更 是 “通用 的 ”. 

与 通用 函数 相对 应 的 非 正规 概念 是 计算 机 的 操作 系统 , 操作 系统 需要 两 个 输入 : 程序 e 
和 数据 a. 并 利用 数据 运行 程序 . 但 操作 系统 本 身 , 和 一 个 二 元 部 分 函数 一 样 , 是 可 计算 的 ， 

范式 定理 的 证 明 为 我 们 提供 了 一 种 方法 来 计算 “操作 系统 ”更 的 值 ， 虽然 这 种 方法 的 效 
率 非 常 低 . 至 少 “ 根 据 程 序 e 对 数据 a 执行 操作 ”这 一 直接 的 思想 没有 得 到 体现 ， 

函数 fel" 被 称 为 以 e 为 指标 的 m 元 部 分 递归 函数 . 范式 定理 中 的 (c) 告诉 我 们 每 个 
递归 部 分 函数 都 有 一 个 指标 . 它 的 证 明 过 程 说 明 , 弱 表示 这 个 函数 的 公式 所 对 应 的 哥 德 尔 数 
往往 是 该 函数 的 指标 . 

对 于 所 有 的 一 元 部 分 递归 函数 ,现在 有 了 方便 的 标记 方法 fojh, [1]1,…. 函数 fej: 是 由 
e 所 编码 的 “指令 ”产生 的 . 当然 ,如果 e 不 是 公式 的 哥 德 尔 数 ， 或 其 他 的 情况 没有 得 到 满 
足 , 那么 对 应 的 函数 将 是 空 的 . 

在 部 分 递归 函数 的 枚 举 中 包括 了 所 有 的 递归 全 函数 . 但 我 们 不 能 能 行 地 判断 一 个 数 e 是 
不 是 某 个 全 函数 的 指标 . 


定理 36E 集合 {elfeji 是 全 函数 } 不 是 递归 的 . 
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证 明 我 们 把 这 个 集合 记 为 A, 考虑 下 面 式 子 所 定义 的 函数 : 


_ 人 [ai(o +1 如 果 se 4， 
-1 0 如 果 a A 


根据 f 的 构造 , 它 是 全 函数 . 它 是 不 是 递归 的 ? 有 


f(a)=b © [(o ¢ AHb = 0) 或 (a € A , I3k((a,a,k) ET, 
b=U(k)+1 有 8 (vi < k)(a,0,7) ¢ TI)). 
这 样 , 如 果 4 是 递归 的 , 那么 (作为 关系 ) 是 递归 可 枚 举 的 . 又 如 果 f 是 个 全 递归 函数 ， 则 
它 等 于 [eji, e € 4. 但 由 于 f(e) = [eji(e) +1， 所 以 我 们 不 能 得 到 f = [eli. 这 个 矛盾 证 明 
了 4 不 可 能 是 递归 的 . 图 
不 难 证 明 4 属于 II2. 这 个 分 类 不 可 能 是 最 好 的 , 因为 可 以 证 明 4 不 属于 22， 


定理 36F 集合 天 = {al[aji(o) 是 可 定义 的 } 是 递归 可 枚 举 的 , 但 不 是 递归 的 . 
证 明 由 于 a€ kK 伟 3k(a,a,k) €E 了 ,所 以 K 是 递归 可 枚 举 的 . 为 了 证 明 K 不 是 递归 
的 , 考虑 如 下 定义 的 函数 : 
[aji(a) 十 1 如 果 o e KK， 
9(a) = 
.1 0 如 果 a ¢ K. 国 
这 是 一 个 全 函数 . 和 上 个 定理 完全 一 样 , 我 们 有 K 不 可 能 是 递归 的 ， 
推论 36G (停机 问题 的 不 可 解 性 ) ”关系 {(e, a)|[eli(a) 是 可 定义 的 } 不 是 递归 的 ， 
证 明 我 们 已 知 ce 天 当 且 仅 当 (a,a) 属于 这 个 关系 . (这 样 K 中 元 素 的 问题 就 可 “ 简 
化 ”为 停机 问题 . ) 如 果 这 个 关系 是 递归 的 , 那么 K 也 是 递归 的 , 但 实情 并 不 是 这 样 . 国 
这 个 推论 告诉 我 们 , 对 于 一 个 部 分 递归 函数 的 程序 e 和 输入 a, 不 存在 一 个 能 行 的 方法 
来 判断 函数 [eli 在 a 上 是 否 有 定义 . 
我 们 可 以 通过 下 面 的 特征 得 到 递归 可 枚 举 关 系 的 指标 . 
定理 36H N 上 的 关系 是 递归 可 枚 举 的 当 旦 仅 当 它 是 某 个 部 分 递归 函数 的 定义 域 . 
254 证 明 任意 递归 可 枚 举 关 系 的 定义 域 也 是 递归 可 枚 举 的 , 参见 定理 35E 的 第 4 部 分 . 特 
别 地 , 任意 部 分 递归 函数 的 定义 域 也 是 递归 可 枚 举 的 . 
友之 , 令 8@ 是 任意 的 递归 可 枚 举 关系 , 其 中 


de QS (ab)eR 
且 ER 是 递归 的 . 设 
f(a) = pb(a, b) € BR; 
即 
fl@)=0SO(Db)eRH (Ve<bh(ao¢R. 
那么 , f 作为 一 个 关系 是 递归 的 . 因此 f 是 部 分 递归 函数 . 显然 它 的 定义 域 是 @. 图 
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这 样 , 部 分 递归 函数 的 指标 就 可 以 诱导 出 递归 可 枚 举 关 系 的 指标 . 定义 
We = domleli. 


则 Wo, Wi, Wo,… 就 列举 出 了 N 的 所 有 递归 可 枚 举 子 集 ， 在 定理 36E 中 ， 我 们 证 明了 
{elW。 = N} 不 是 递归 的 . 类似 地 ， 定 理 36F 断言 {ele € We} 也 不 是 递归 的 .我们 定义 
一 个 关系 Q@: 

Q = {(e,a)la € We}. 


那么 Q 是 递归 可 枚 举 的 , 这 是 因为 (e,a) es @ 会 3k(e,o 从 < 五: 进而 ， 对 于 任意 递归 可 枚 
举 集 4 S N, 存在 某 个 e, 使 得 A = {al(e,a) <s Q}, 从 这 个 意义 上 说 , 8 对 于 递归 可 枚 举 集 
是 通用 的 . 不 可 解决 的 停机 问题 可 以 描述 为 : 8 不 是 递归 的 . 

我 们 可 以 用 经 典 的 对 角 线 法 把 递归 可 枚 举 集 Wo, Wi, Wo,… 对 角 线 化 . 那么 集合 {ala 4 
We} 不 等 于 任意 一 个 Ws. 实际 上 , 这 个 集合 正好 是 定理 36F 中 集合 K 的 补 集 区 . 因为 


gEK gq¢W,, 


集合 下 不 可 能 等 于 Wo, 数 g 就 是 天 和 Wi 不 相等 的 证 据 . 

不 仅 如 此 ， 只 要 Ws 是 KK 的 递归 可 枚 举 子 集 , 即 Ws S 下 , 我们 就 能 在 KK 中 找到 一 个 
不 在 Wa 中 的 数字 . 这 个 数字 就 是 g 本身. 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 回 到 上 一 段 中 的 等 价 条 件 ， 
由 于 Ws S 天 ,等 价 号 两 边 不 可 能 都 不 成 立 (g Ee K 和 ge Ws). 因此 两 边 都 是 对 的 . 

定理 36F 说 明 , 尽管 K 是 递归 可 枚 举 的 , 但 它 不 是 递归 的 . 为 了 证 明 它 不 是 递归 的 , 只 
需要 证 明 它 的 补 集 KK 不 是 递归 可 枚 举 的 . 但 上 面 的 证 明 用 了 更 强 的 一 种 方法 , 因而 为 我 们 
证 明定 理 36F 提供 了 另 一 种 途径 . 

现在 ,让 我 们 从 可 计算 性 的 角度 来 重新 考虑 哥 德 尔 不 完全 性 定理 . 

由 于 集合 K 是 递归 可 枚 举 的 ( 即 ，21), 根据 定理 35K, K 是 算术 的 , 也 即 K 在 结构 名 
中 是 可 定义 的 ， 

所 以 存在 只 含有 自由 变 元 v1 的 公式 X(w1) 在 用 中 定义 了 五 . 进而 公式 ”2X(o) 在 用 中 
定义 了 K. 这 样 , 我 们 有 

a€EKS (+X(S$°0)) € Th%. 
这 个 结果 将 判断 集合 KK 中 元 素 的 问题 归结 为 有 关 Thm 的 问题 . 假定 已 知 数 a, 我 们 想 知 道 a 
是 否 属于 下. 我 们 可 以 计算 扩 - Xx(S*0)). (通俗 地 说 , 我 们 显然 可 以 能 行 的 计算 #(-Xx(S*0)). 
正式 地 说 , 3.4 节 中 的 第 5 条 确保 我 们 可 以 递归 地 计算 出 这 个 数 . ) 假想 我 们 已 经 知道 了 HTh 名 
的 “预言 ”( 即 一 个 假想 的 装置 , 输入 一 个 数 ， 它 就 能 判断 这 个 数 是 否 在 HTh % 中 )， 那么 我 
们 能 够 回答 “是 否 a € K?” 

现在 让 我 们 抛弃 幻想 . 对 于 自然 数 集合 4 和 B, 我 们 称 4 多 一 可 归 约 于 B( 用 符号 表示 
为 4 和 mn B) 当 且 仅 当 存在 一 个 全 递归 函数 f 使 得 对 于 每 个 数 a， 


ac4 今 /ae 了 . 


前 一 个 例子 告诉 我 们 五 和 mn HTh%. 更 一 般 地 说 ,前 面 的 讨论 说 明了 任意 一 个 算术 集合 多 一 
可 归 约 于 HTh%. 
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引 理 36I 假设 A 和 B 是 自然 数 集合 并 且 满 足 4 <m B. 
(a) 如 果 B 是 递归 的 , 那么 4 也 是 递归 的 ， 

(b) 如 果 B 是 递归 可 枚 举 的 , 那么 4 也 是 递归 可 枚 举 的 . 
(c) 如 果 B 属于 某 个 2n, 那么 4 也 属于 这 个 2 


证 明 (a) 是 我 们 很 熟悉 的 , 3.3 节 中 的 编目 2 就 是 用 另 一 个 方法 表达 的 (a). 
(b) 实质 上 是 (a)“ 加 一 个 量词 * 后 的 结果 . 也 就 是 , 由 于 B 是 递归 可 枚 举 的 , 我 们 知道 
对 于 某 个 递归 的 二 元 关系 @， 
cE€EBS dQ(c,b). 


如 果 f 是 全 递归 函数 , 使 得 4 多 一 可 归 约 于 B, 那么 对 于 每 个 数 a， 
a€E A fla)€ BS BQ(F (0), db)). 


256] 和 引 理 中 的 (a) 一 样 , 方 括 号 内 的 部 分 是 递归 的 ( 即 ，{(a,8)|8(f(a),5)} 是 递归 的 ). 因此 4 
是 递归 可 枚 举 的 . 
(c) 实质 上 是 (a)“ 加 个 量词 ” 后 的 结果 . 证 明 过 程 和 (b) 类 似 ， 国 


我 们 检验 有 K 这 个 特殊 的 集合 的 原因 是 它 能 够 给 出 下 列 的 结果 : 
哥 德 尔 不 完全 性 定理 ”Th% 不 能 递归 公理 化 . 


证 明 Thm 不 能 递归 公理 化 , 根据 前 一 个 引 理 , 否则 KK 是 递归 可 枚 举 的 . 但 是 任意 一 
个 递归 可 公理 化 的 理论 必然 是 递归 可 枚 举 的 (3.4 节 中 的 第 20 条 , 也 见 定理 351). 国 


简单 地 说 , 证明 过 程 就 是 : 任意 递归 可 公理 化 的 理论 是 递归 可 枚 举 的 , 但 Thm 不 是 递 
归 可 枚 举 的 . 因此 任意 递归 可 公理 化 的 子 理论 一 定 是 不 完全 的 . 

我 们 有 必要 复习 一 下 这 个 证 明 , 但 可 以 用 肯定 的 结论 来 代替 否定 的 结论 (什么 样 什么 样 
的 集合 没有 某 种 特殊 的 性 质 )， 

假设 工 是 Th% 的 任意 一 个 递归 可 公理 化 的 子 理论 . (因此 根据 上 面 的 定理 , 了 是 不 完全 
的 . ) 我 们 希望 找到 一 个 句子 来 证 明 它 的 不 完全 性 . 

我 们 已 经 有 了 一 个 全 递归 函数 f, 它 使 得 天 多 一 可 归 约 于 hm, 也 就 是 f(a) = 扩 -x(S*0))， 
则 对 于 每 个 a， 

a €E KS f(a) €HThy. 

那么 f(a) 就 是 句子 “a # K”( 的 哥 德 尔 数 ). 

考虑 由 下 列 条 件 定义 的 数 集 J 


acEjJ 今 al Ee. 


那么 J 由 那些 不 在 K 中 的 数组 成 , 并 且 了 “知道 它们 不 在 K 中 . 我 们 考察 J 的 两 个 方面 : 
首先 , J 是 递归 可 枚 举 的 . J 由 f 多 一 归 约 于 ,再 利用 引 理 36I(b) 而 得 . 
其 次 , J C 下 . 我们 已 知 了 GE ThM, 所 以 如 果 从 工 能 得 到 a 4 KK， 则 肯定 有 a 4 KK: 


aée J fla elr = fo eThneaoeR. 
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因此 了 是 五 的 递归 可 枚 举 子 集 ， 并 且 是 真子 集 ， 因 为 KK 本 身 不 是 递归 可 枚 举 的 . 也 

就 是 说 ， 存 在 某 个 数 g 使 得 g e KK 并 且 g 4 J. 进而 , f(gq) 和 HTh9t 但 f(gq) 4 虹 . 即 , 句子 

(~ Xx(S40))( 在 多 中 ) 是 真 的 但 工 中 是 假 的 , 从 而 证 明了 工 的 不 完全 性 . 257 
这 个 句子 “说 ”的 是 什么 ? 对 于 9, 我 们 可 以 取 任意 数 满足 Wa = J. 则 qe 天 并 且 gg 了 
这 里 我 们 分 析 一 下 和 情况: 


(~ X%(S°0)) 表示 ggK 
即 a¢ Wa 
即 ggJ 因为 Ws=J 
即 f(q) 4 虹 根据 的 定义 
即 TK(- X(S20)) 


用 来 证 明 的 不 完全 性 的 句子 竟然 断言 它 自己 在 公理 化 理论 了 中 是 不 可 证 明 的 ! 
用 可 计算 性 方法 和 自 代 入 法 来 证 明 哥 德尔 不 完全 性 定理 与 上 述 方法 没有 太 多 不 同 . 不 
过 , 可 计算 性 方法 与 (3.0 节 的 ) 对 角 线 法 更 接近 些 . 


3.6.3 ”判定 问题 的 归 约 


假设 我 们 已 知 一 个 二 元 部 分 递归 函数 f. 例如 , 我 们 可 以 断定 由 9(a) = (3,oa) 定义 的 渗 
数 9 也 是 部 分 递归 函数 . 根据 可 计算 性 这 一 非 正规 概念 , 这 个 结果 是 显然 的 . 要 计算 9 我 们 
只 要 将 f 的 第 一 个 变 元 固定 为 3, 然后 根据 f 的 指令 进行 就 行 了 . 形式 化 的 证 明 只 需 将 这 个 
过 程 表示 出 来 就 行 了 . 我 们 知道 存在 某 个 公式 2 = yp(v1,v2,v3) 在 CnAhs 中 弱 表 示 f( 作 为 一 
个 关系 ). 如 果 用 v1,wv2 代 换 yp 中 的 v2,vs( 不 然 , 我们 可 以 用 yp 中 不 出 现 的 字母 来 代 换 )， 那 
么 g 由 公式 p(S30,v1,v2) 弱 表 示 . 

所 有 这 些 并 不 难 懂 . 当 回 顾 已 经 学 过 的 内 容 时 , 我 们 能 够 认识 到 一 些 更 细致 的 东西 . 现 
在 我 们 能 有 效 地 把 f 的 指令 转换 成 g 的 指令 , 因此 应 该 存在 一 个 递归 中 数 ,使 得 对 于 给 定 
的 f 的 指标 和 数字 3, 能 够 得 出 递归 函数 9g 的 指标 . 下 面 的 定理 是 这 个 事实 的 形式 表述 ， 有 
时 它 被 称 为 “S-m-n 定理 ”. 


参数 定理 ”对 于 每 个 m > 1, n > 1, 存在 一 个 递归 函数 p 使 得 对 于 任意 的 e, 5 和 5, 有 
[es(ai ;amb1,.** ,bn)- fple,Q1,:: ,om)ln (di, ,bn). 


(此 处 的 等 号 意味 着 , 如 果 一 边 有 定义 , 那么 另 一 边 同 样 也 有 , 并 且 值 相等 . 有 时 我 们 用 
“~” 来 表示 这 种 用 法 . ) 258 
在 等 式 & 的 左边 是 水 数 [ejw rn 的 组 成 部 分 ; 而 8 的 右边 ,是 函数 [ole, 如 1% 所 依赖 的 
参数 . 在 上 面 的 例子 中 , 1.; = n= 1 并且 al = 3. 由 于 p 依赖 于 m 和 nn 贾 个 参数 , 逻辑 上 ， 
我 们 用 符号 “pw” 来 表示 . 但 实际 中 , 我 们 只 简单 地 使 用 “p”. 
证 明 m=7n= 1 的 情况 . 根据 定理 之 前 的 讨论 ,我 们 可 以 给 出 这 个 定理 的 ?4 论 . 但 为 
了 避免 变量 的 重复 , 我 们 将 采用 一 种 略微 不 同 的 方法 . 
由 范式 定理 可 知 , 由 
h(e,a,b) = [el2(a, 6) 
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定义 的 三 元 部 分 函数 h 是 部 分 递归 渗 数 . 因此 , 存在 一 个 公式 4% 弱 表 示 h( 作 为 一 个 关系 ). 
假设 % 中 的 v1, v2 是 无 量词 , 那么 我 们 取 
ple,a)=Hy(S°0, S$°0, v1, v2) 
一 Sb(Sb(Sb(Sb(w， #1, #S°0), #2， 1#S°0), tvs, twi), #w4, #22). 
则 pl(e,a) 是 一 个 公式 的 哥 德 尔 数 , 这 个 公式 弱 表 示 吗 数 g(5) = [el>(o 旭 . 因此 , 它 是 9 的 指 
标 ， 
加 
参数 定理 可 以 用 来 证 明 某 些 集合 不 是 递归 的 . 我 们 已 经 知道 集合 KK = {allaji(o) 是 可 定 
义 的 } 不 是 递归 的 . 对 于 一 个 给 定 的 非 递 归 集 4， 有 些 时 候 我 们 能 够 找到 一 个 (全 ) 递归 郴 
数 9 使 得 
ac 天 会 g(a)Ee4 
或 者 (全 ) 递归 函数 9 使 得 
aaK 开 会 9 (ae 4. 
无 论 哪 种 情况 ， 我们 都 能 得 到 4 不 是 递归 的 . 否则 的 话 , 五 将 是 递归 的 . 在 前 一 种 情况 中 ， 
我 位 有 KK <m 4 并且 4 不 属于 Hi( 根 据 引 理 36D); 在 后 一 种 情况 中 , 天 < 4 并 且 4 不 属于 
21. 在 每 种 情况 中 ,4 都 不 是 递归 的 . 函数 9 或 9 通常 可 以 由 参数 定理 得 到 . 
例 {alf。 = 8} 不 是 递归 的 . 
证 明 称 这 个 集合 为 A4， 首先 注意 到 4 & 了， 这 是 因为 W = @ 当 且 仅 当 Vbvkla， 


六 4 也 . 进而 , K 不 能 多 一 归 约 于 4, 但 我 们 有 理由 认为 天 是 多 一 归 约 到 4 的 . 即 , 我 们 
要 找 一 个 全 递归 函数 9 使 得 


[oji(o) 是 不 可 定义 的 车 domlg(o)Dj = 名 
如 果 对 于 所 有 的 5, [9(a)]h(5) = [eli(o) 成 立 , 那么 这 个 等 价 式 成 立 . 所 以 我 们 从 部 分 递归 函 
数 f(a,5) = [oli(o) 开始 , 令 g(a) = p(f,a), 其 中 f 是 f 的 指标 . 那么 
[oOF CD) = [oP ol (0) = fC055) = to 
这 样 , 9 就 证 明了 天 是 多 一 归 约 于 4 的 . 加 


定理 36J(Rice，1953) 设 C 是 一 元 部 分 递归 函数 的 集合 ， 那 么 C 中 元 素 的 指标 集 
{ellej1 & C} 是 递归 的 当 且 仅 当 要 么 C 是 空 的 要 么 C 包含 所 有 一 元 部 分 递归 函数 . 

证 明 我 们 只 需要 证 明 一 个 方向 . 令 1c = {el[eli € C} 为 C 中 元 素 的 指标 集 . 

情形 I: 空 函数 G 不 在 C 中 . 如 果 C 中 什么 也 没有 , 那么 证 明 完 毕 , 现在 假设 函数 少 在 
C 中 , 我 们 能 够 证 明 , 如 果 递 归 全 函数 9 满足 


% 如 果 a € KK， 
2 如果 a ¢ K. 


那么 KK 多 一 归 约 于 Ic. 这 是 因为 ae 天 人 怠 [ol(aliesc 仿 9(a) ek. 


[e(o)l = | 
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我 们 可 以 利用 参数 定理 定义 
g(a) = ple, a) 
其 中 
[el2(0,5) = { Wo) | 如 果 a e K， 
无 定义 如 果 a 4 K. 


由 于 [ejz(a,5) =c 今 aE KK 上 且 w(b)==c, 并 且 等 价 条 件 的 右 侧 是 递归 可 枚 举 的 , 因此 上 式 是 
一 个 部 分 递归 水 数 . 

情形 I: ge C. 我 们 把 情形 I 的 证 明 运 用 到 C 的 补 集 C 上 . 我 们 能 够 断定 后 不 是 递归 
的 . 但 天 是 匹 的 补 集 , 因此 Ic 不 可 能 是 递归 的 . 

这 样 , 在 两 种 情况 中 ,Ic 都 不 是 递归 的 . 加 


例 对 于 任意 取 定 的 e, 根据 Rice 定理 的 结论 ， 集 合 {alWa = We} 不 是 递归 的 . 特别 
地 ，{alWo = 2} 不 是 递归 的 , 这 是 前 一 个 例子 的 结论 . 对 于 Rice 定理 的 另外 两 个 应 用 ， 集 
合 {alWs 是 无 限 的} 和 {alWs 是 递归 的 } 都 不 是 递归 的 ， 


3.6.4” 带 寄存 的 计算 器 


递归 函数 类 有 许多 等 价 的 定义 , 其 中 几 个 定义 被 用 在 理想 化 的 计算 设备 中 . 这 些 计算 设 
备 ， 如 数字 计算 机 ， 没 有 内 存 空 间 的 限制 . 这 类 定义 中 的 第 一 个 是 由 Alan Turing 在 1936 
年 提出 的 ; 几乎 在 同一 时 间 ，Emil Post 也 做 了 类 似 的 工作 . 我 们 在 这 里 将 要 介绍 的 定理 是 
Shepherd- son 和 Sturgis 在 1963 年 提出 的 , 与 前 两 位 的 结论 有 所 不 同 . 

带 寄 存 的 计算 器 只 有 有 限 多 个 计数 器 , 分 别 标 以 1,2,… ,KK. 每 个 计数 器 能 储存 一 个 任 
意 大 的 自然 数 . 带 寄存 的 计算 器 的 运算 由 程序 来 决定 . 一 个 程序 由 有 限 的 指令 序列 组 成 . 

Ir(1 <r < 到 ), 表示 “7 增加 . ”这 个 指令 是 让 计数 器 7 中 的 数 加 1. 然后 带 寄 存 的 计算 
器 进入 程序 的 下 一 条 指令 . 

Dr(1 < r < KK), 表示 “7 减少 . ”这 个 指令 依赖 于 计数 器 > 中 的 数 . 如 果 r 中 的 数 不 是 
零 , 那么 将 其 减 1， 然 后 跳 过 下 一 条 指令 进入 随后 的 一 条 指令 . 如 果 r 中 的 数 是 零 ， 那么 带 
寄存 的 计算 器 将 执行 下 一 条 指令 . 概括 地 说 : 带 寄 存 的 计算 器 试图 对 计数 器 r 中 的 数 减 1， 
如 果 执 行 了 这 一 步 , 那么 跳 过 下 一 步 的 指令 . 

Ta(d 是 一 个 整数 - 正 数 , 负数 或 零 ), 表示 “ 转 到 g. ”所 有 的 计数 器 保持 不 变 . 带 寄存 
的 计算 器 执行 程序 中 这 条 指令 后 的 第 9 条 指令 (如 果 g > 0), 或 者 这 条 指令 前 的 第 le| 条 指 
令 (如 果 9 < 0). 如 果 程 序 中 不 存在 符合 条 件 的 指令 , 带 寄存 的 计算 器 就 停机 . 指令 T0 将 得 
到 一 个 循环 , 即 带 寄存 的 计算 器 反复 地 执行 这 个 指令 ， 


例 (1) 计数 器 7 清 零 的 程序 ， 
对 计数 器 7 中 的 数 减 1， 


D7 

| 

| 加 到 第 - 步 并 重复 . 
停机 . 
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(2) 将 一 个 数 从 计数 器 7 移 至 计数 器 s 的 程序 . 
计数 器 s 清 零 (用 第 一 个 例子 中 的 程序 .) 


Dr 从 7r 中 减 1. 

T3 当 值 为 0 时 停机 ， 
I s 给 s 加 1. 

T -3 重复 . 


这 个 程序 总 共有 7 条 指令 . 计数 器 中 的 数 最 后 为 0. 
(3) 把 计数 器 1 中 的 数 加 到 计数 器 2 和 计数 器 3 中 . 


D 1 


工 
I 2 
I 
工 


(4) (加 法 ) 假设 计数 器 1 和 2 中 的 数 分 别 为 a 和 5. 我 们 要 把 a+6 存 入 计数 器 3, 并 且 
要 求 最 后 计数 器 1 和 2 中 的 数 仍 为 a 和. 


计数 器 的 值 
计数 器 3 清 零 a 0 0 
把 计数 器 1 中 的 数 移 至 计数 器 4 0 0 0 a 
把 计数 4 中 的 数 加 到 计数 器 1 和 3 a bn 0 
把 计数 器 2 中 的 数 移 至 计数 器 4 a 0 a b 
把 计数 4 中 的 数 加 到 计数 器 2 和 3 a 5 ao+b 0 


如 果 把 这 个 程序 完整 地 写 出 来 , 它 有 27 个 指令 , 但 其 中 3 个 是 多 余 的 . (我 们 在 第 4 行 
把 计数 器 4 清 零 . ) 最 后 我 们 将 a 加 回 计数 器 1. 但 在 这 个 过 程 中 , 计数 器 1 必须 先 清 零 , 这 
是 确保 计数 器 1 中 的 数 是 a 的 唯一 办 法 . 

(5) (减法 ) 令 e 一 b= max(a 一 六 0), 我 们 把 这 个 程序 留 给 读者 来 完成 (习题 11). 

现在 假设 f 是 N 上 的 nn 元 部 分 函数 . 可 能 存在 一 个 程序 P 使 得 , 如 果 我 们 把 a1,… ,an 
存 入 一 个 带 寄存 的 计算 器 的 计数 器 1,.… ,mn 中 (假设 带 寄存 的 计算 器 拥有 P 所 需要 的 所 有 
计数 器 )， 并 运行 程序 已 , 那么 下 列 的 条 件 成 立 ， 

(i) 如 果 f(a1,… ,an) 是 可 定义 的 , 则 计算 将 最 终 在 计数 器 n+1 上 写 上 /al ，an)， 
而 且 计 算 在 执行 第 (p + 1) 步 指令 时 停止 , 这 儿 p 是 PP 的 长 度 . 

(ii) 如 果 f(a1,… ,an) 是 不 可 定义 的 , 那么 计算 不 会 停止 . 

如 果 这 样 的 程序 P 存在 , 我 们 称 已 计算 上 


定理 36K 设 f 是 部 分 函数 , 则 存在 一 个 程序 计算 /六 当 且 仅 当 f 是 部 分 递归 函数 . 
这 样 , 利用 带 寄存 的 计算 器 我 们 确切 得 到 了 部 分 递归 函数 类 , 这 个 函数 类 起 先是 根据 有 


限 公 理化 的 和 谐 理论 中 的 可 表示 性 来 定义 的 . 我 们 采用 不 同 的 方法 都 得 到 了 部 分 递归 函数 类 
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这 一 相同 的 对 象 , 这 正 说 明了 这 个 函数 类 的 重要 性 . 
证 明 为 了 证 明 带 寄存 的 计算 器 可 计算 的 函数 是 部 分 递归 函数 , 我们 要 用 3.4 节 中 算术 
化 推理 的 方法 来 算术 化 计算 . 即 , 把 哥 德 尔 数 分 配给 程序 以 及 存储 器 序列 . 我 们 要 证 明 ， 所 
有 相关 的 概念 通过 哥 德 尔 数 转 换 成 数字 关系 后 都 是 递归 的 . (完成 这 些 之 后 , 我 们 认识 到 , 从 
广义 的 角度 说 , 推理 和 计算 本 质 上 是 相同 的 . ) 
反之 , 为 了 证 明 部 分 递归 函数 可 以 通过 带 寄存 的 计算 器 来 计算 , 我 们 要 重复 3.3 节 和 3.4 
节 的 内 容 ， 只 不 过 当时 要 证 明 的 是 函数 在 Cnhg 中 可 表示 , 现在 我 们 要 证 明 它 们 可 以 由 带 寄 
存 的 计算 器 计算 . 这 并 没有 想象 得 那么 难 , 证 明 的 过 程 和 前 面 是 一 样 的 . 这 是 因为 我 们 可 以 
证 明 , 递归 函数 类 是 由 一 些 递 归 函 数 通 过 复合 运算 (定理 33L) 和 “最 小 零 ” 运算 (定理 33M) 
生成 的 . 这 个 结果 实际 上 可 以 从 3.3 节 和 3.4 节 中 的 工作 中 得 到 . 这 样 , 一 旦 我 们 证 明了 构成 
递归 函数 类 的 初始 函数 可 以 通过 带 寄存 的 计算 器 来 计算 , 并 且 这 些 函 数 在 复合 运算 和 “最 小 
零 ” 运算 下 是 封闭 的 ,那么 重复 前 面 类 似 的 证 明 , 我 们 就 能 得 到 所 有 递归 函数 的 可 计算 性 . 
国 


习题 
1. 如 下 定义 函数 和 9， 


jtn) 二 人 0 如果 哥 德 巴赫 猜想 是 对 的 ， 
1 其 他 情况 . 


om- 人 如 果 在 x 的 十 进 制 小 数 展开 式 中 至 少 连续 出 现 n 个 7， 
1 其 他 情况 . 


那么 , 了 是 递归 的 吗 ?9 是 递归 的 吗 ? ( 哥 德 巴赫 猜想 是 指 任意 一 个 比 2 大 的 偶数 都 可 以 写成 两 个 素数 
的 和 . 在 这 本 书 的 第 一 版 使 用 的 是 Fermat 最 终 定理 . ) 

. 定义 “对 角 线 ? 函数 d(a) = [ali(ao) + 1 

(a) 证 明 : d 是 部 分 递归 函数 . 

(b) 根据 (a), 我 们 知道 存在 某 个 数 e ,使 得 d = 1. 因此 , 一 方面 d(e) = [al(e)， 另 一 方面 d(e) = 
[al:(e)+1. 我 们 是 否 能 通过 移 项 得 到 0=1? 提示 : 用 “~” 来 表示 要 么 方程 的 两 边 都 没 定义 , 要 么 
两 边 都 有 定义 并 且 相 等 . 用 这 个 符号 重新 表示 这 个 问题 . 

(a) 证 明 : 任意 部 分 递归 函数 的 值 域 都 是 递归 可 枚 举 的 . 

(b) 证 明 , 严格 递增 的 全 递归 函数 f( 即 , f(n) < Fn + 1D) 的 值 域 是 递归 的 . 

(c) 证 明 ; 递增 全 递归 函数 f( 即 ,， f(n) < f(n + DT)) 的 值 域 是 递归 的 . 

. (a) 设 4 是 N 的 非 空 递归 可 枚 举 子 集 . 证 明 4 是 某 个 全 递归 函数 的 值 域 . 

(b) 证 明 : N 的 任意 无 限 递归 可 枚 举 子 集 都 包含 一 个 无 限 递归 子 集 . 

证 明 : 每 个 部 分 递归 函数 都 有 无 穷 多 个 指标 . 

找 出 一 个 函数 f 和 数 e, 使 得 对 于 所 有 a， 


iD 


» 


心 


Ee 


f(a) = U(uk(e, a, k) € Ti) 


证 明 : 参数 定理 的 条 件 中 的 p 可 以 加 强 为 一 对 一 的 . 
已 知 两 个 递归 可 枚 举 的 并 是 递归 可 枚 举 的 (3.5 节 的 习题 7). 证 明 : 存在 一 个 全 递归 函数 9 使 得 
Tea = Wa N Ws. 


O00: “A 
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9. 证 明 : 集合 {a|W。 包含 两 个 (以 上 ) 元 素 } 在 1 中 但 不 在 II1 中 . 

10. 证 明 : 不 存在 递归 可 枚 举 集 4 使 得 {[alila s 4} 等 于 N 上 的 全 递归 函数 类 . 

11. 给 出 计算 下 列 函 数 的 带 寄 存 的 计算 器 程序 : 

(a) 减法 , a -5 = max(a -4b,0). 
(b) 乘法 , a . 
(c) max(a, ©b). 

12. 假设 存在 一 个 计算 ”元 部 分 函数 f 的 带 寄存 的 计算 器 程序 . 证 明 , 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 71,…， 
rn( 各 不 相同 ), p 和 ,我 们 能够 找到 程序 Q@， 使 得 只 要 我 们 把 a1,… ,an 存 入 一 个 带 寄存 的 计算 
器 的 计数 器 r1,… ,rn 中 (假设 带 寄存 的 计算 器 拥有 Q 所 需要 的 所 有 计数 器 ), 并 运行 程序 @, 那么 
人 如果 f(a1,…,an) 有 定义 , 则 计算 将 在 计数 器 p 的 f(a1,… ,an) 处 停止 ,计数 器 1,2 .… ,k( 除 
了 计数 器 p) 中 的 数 与 开始 时 相同 ,， 并且 计算 在 执行 第 (q+1) 步 指令 时 停止 , 其 中 gq 是 Q@ 的 长 度 ; 
( 刘 如 果 f(a1,… ,an) 没有 定义 ， 则 计算 永远 不 会 停止 . 

13. 令 g:N"t! 一 N 是 一 个 (全 ) 函数 ， 它 由 某 个 带 寄存 的 计算 器 程序 计算 . 设 f(a1,… ,an) =pblg 
(a1,…,an,b) =0]， 其 中 如 果 没 有 满足 条 件 的 b 存在 , 那么 等 号 右边 无 意义 . 证 明 部 分 函数 了 能够 
由 某 个 带 寄存 的 计算 器 程序 计算 . 

14. 证 明 下 列 集合 所 属 的 算术 分 层 . (在 每 种 情况 中 ,给 定 的 位 置 可 能 是 最 佳 的 ， 但 我 们 并 不 要 求证 
明 . ) 

{elfel: 是 全 函数 } 是 II2. 
(bj {elWe 是 有 限 的 } 是 22. 
(c) {elWe 是 余 有 限 的 } 是 zs. 
(d) {elWe 是 递归 的 } 是 2s. 
15. 设 Tot = {el[eli 是 全 函数 }, 显然 Tot C K. 证 明 不 存在 递归 集 4 满足 
TotCACK. 


说 明 : 这 个 结果 包含 了 定理 36E 和 36F, 这 两 个 定理 的 证 明 方 法 同样 可 以 用 在 这 里 . 
16. (a) 证 明 : 对 于 每 个 自然 数 集 II2, 存在 某 个 数 e, 使 得 这 个 集合 等 于 集合 
{alvbjcT2 (e, a, b, co)}. 
(b) 证 明 : 集合 {al 非 Vb3cy2(e， a, b, co)} 是 22 但 不 是 II2， 
“(c) 推广 (a) 和 (b) 来 证 明 对 于 每 个 n, 存在 一 个 集合 是 2 但 不 是 Im. 
17. 假设 4 是 自然 数 的 集合 , 它 是 算术 的 但 不 是 Im. 利用 192 页 的 讨论 来 证 明 HTh% 不 是 2m. 说 明 ， 
习题 16 和 17 给 出 了 从 可 计算 性 理论 来 证 明 塔 斯 基 定 理 ( 即 条 h% 不 是 算术 的 ) 的 一 种 方法 . 


3.7 ”第 二 不 完全 性 定理 
现在 让 我 们 回 到 3.4 节 中 的 第 20 条 , 假设 递归 可 公理 化 理论 T 由 递归 公理 集 4 给 出 
( 即 , 44 是 递归 的 ). 那么 正如 20 条 所 述 : 


a€E 民 仿 dld 是 从 4 出 发 的 一 个 推理 的 哥 德 尔 数 ， 
并 且 d 的 最 后 一 个 成 分 a 是 一 个 句子 的 哥 德 尔 数 ] 
序 对 (a,d) 满足 方 括号 中 的 条 件 ,， 这些 序 对 的 集合 是 递归 的 . 令 x(v1,v2) 是 在 As 中 数字 表 
示 这 个 二 元 关系 的 公式 . 
对 于 任意 句子 o, 我 们 可 以 用 3uzr(Sic0,vz) 表示 “TH c”. 为 了 叙述 方便 ,定义 


3.7 第 二 不 完全 性 定理 199 


Prbro = 3uzr(Sic0,vo)， 


(此 处 Prb 是 “provable” 的 缩写 在 构造 上 面 的 句子 时 , 我 们 用 到 了 公理 集 4 的 递归 性 ， 因 
此 , 写 在 下 方 的 似乎 应 该 是 “A” 而 不 是 “T”. ) 


引 理 37A ” 设 T 是 如 上 所 述 的 递归 可 公理 化 理论 . 
(a) 只 要 THFo 则 Ap 上 Prbzro. 
(b) 如 果 了 包含 Ap, 那么 了 有 “反射 ”性质 ， 
THo = TH Prbro. 
证 明 如 果 了 TH- o, 那么 我 们 可 以 令 d 是 从 了 的 公理 4 到 o 的 推理 所 对 应 的 哥 德 尔 数 . 
这 样 就 有 Agp F r(Sic0,S40),， 进而 4p 上 Prbro, 这 就 证 明了 (a), 从 (a) 我 们 可 以 立即 得 到 
(b). 加 
这 样 , 在 适当 的 假设 下 , 只 要 工 证 明了 一 个 句子 , 那么 了 就 知道 它 证 明了 这 个 句子 . 请 
注意 , (b) 并 不 意味 着 了 上- (o 一 Prbro). 例如 , c( 在 尔 中) 是 真 的 但 不 能 从 hg 中 得 到 证 明 ， 
那么 句子 (oc 一 Prbro) 就 不 能 从 hE 中 得 到 证 明 , 实际 上 它 在 外 中 是 假 的 . 
现在 回 到 哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 证 明 (在 自 代 入 法 中 ) 中 来 ,我们 可 以 利用 不 动 点 引 理 
得 到 句子 c, 它 断 言 自 己 在 了 中 不 能 被 证 明 : 
AgF (co © -Prbro). 
下 面 的 引 理 是 不 完全 性 定理 的 一 部 分 内 容 ( 另 一 部 分 内 容 是 3.5 节 的 习题 2). 


引 理 37B 设 了 是 包含 Ag 的 递 妇 可 公理 化 理论 , o 是 利用 不 动 点 引 理 得 到 的 上 述 句 
子 . 如 果 工 是 和 谐 的 , 则 To. 
证 明 
TF-o 守 TH Prbro 根据 反射 性 
>THF -0 根据 o 的 选取 
这 样 工 是 不 各 谐 的 . 加 
到 目前 为 止 , 这 个 引 理 只 是 反映 了 3.5 节 中 的 思想 ,并且 它 的 证 明 并 不 复杂 , 也 正 是 由 
于 这 一 点 ,如 果 了 “足够 强 ”, 证 明 有 可 能 在 理论 了 中 实现 . 即 , 我 们 希望 步骤 
Prb7rc 一 PrbrPrbrc 
一 Prb7 一 
一 Prbzr0 = S0 
能 够 在 了 (包含 Ag) 的 一 个 足够 强 的 扩充 中 实现 ， 
如 果 这 样 ， 我 们 就 能 得 到 一 个 不 同 寻常 的 结论 . 为 此 , 令 ConsT 是 句子 -Prbr0 = S$0， 
它 表示 “了 是 和 各 谐 的 . ” (这 里 取 0 = SO 只 是 为 了 选 一 个 被 Ag 反驳 的 简单 公式 . ) 如 果 上 一 
段 中 的 步骤 能 够 在 了 中 实现 , 那么 我 们 有 : 


了 TK ConsT, 除 非 工 是 不 和 谐 的 . 
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(当然 , 一 个 不 和 谐 的 理论 可 以 包含 每 个 句子 , 包括 错误 地 断定 这 个 理论 是 各 谐 的 句子 . 我 们 
在 此 希望 能 够 找到 ,在 合适 的 假设 下 , 理论 证 明 自 己 的 和 谐 性 的 唯一 方法 . ) 让 我 们 再 回顾 
一 下 细节 : 假设 工 H ConsT ,那么 根据 前 一 段 的 推导 有 了 FF Prbro. 由 ec 的 选取 , 我 们 可 得 
了 HH c. 接 下 去 我 们 可 以 使 用 引 理 37B. 

为 了 使 表达 更 加 清楚 ,我 们 把 满足 下 列 3 个 “可 推导 性 ”条 件 的 理论 了 称 为 足够 强 . 

(1) hg ECT. 根据 引 理 37A, 了 有 反射 性 质 , 了 Ho 全 全 F Prbrc. 

(2) 对 于 任意 句子 o, TF (Prbro 一 PrbrPrbTo). 这 是 了 中 反射 性 质 的 形式 化 . 

(3) 对 于 任意 句子 p 和 o, TH (Prbr(p 一 0) (Prbrp 一 Prbro)). 这 是 7 中 假 言 推 
理 的 形式 化 . 

引 理 37B 的 形式 化 ”假设 了 是 足够 强 的 递归 可 公理 化 理论 , o 是 满足 下 列 式 子 的 句子 : 

4PF (co ~ -Prbro). 


则 工 H- (ConsT 一 -Prbrc). 
证 明 我 们 把 上 面倒 述 的 内 容 归 纳 起 来 . 首先 由 o 的 选取 得 


TH (0 — (Prbro —» 0 = S0)). 
然后 对 这 个 公式 运用 第 一 个 反射 性 质 和 形式 化 的 假 言 推理 ,得 到 
TH (Prbro 一 Prbr(Prbro 一 0= S0)) 
再 使 用 一 次 形式 化 的 假 言 推理 ,我 们 有 
TH (Prbro 一 (PrbrPrbro 一 -ConsT)). 


这 个 公式 (F 的 右边 部 分 ) 与 Prbrc 一 PrbrPrbrc( 形 式 化 的 反射 性 质 ) 一 起 , 通过 命题 逻辑 
推出 Prbrc 一 Cons7 . 本 

哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 (1931) 设 了 是 一 个 足够 强 的 递归 可 公理 化 理论 , 则 工 上 
Cons7 当 且 仅 当 了 是 不 和 谐 的 ， 


证 明 如 果 了 FF ConsT,， 并 且 由 ec 的 选择 , 我 们 知 荆 F c. 根据 引 理 37B 的 形式 化 , 我 
们 有 了 工 H- Prbrc. 从 (未 形式 化 的 ) 引 理 37B 可 得 了 是 不 和 谐 的 . 加 


我 们 可 以 从 这 些 思路 中 得 到 一 点 启发 . 实际 上 引 理 37B 可 以 看 作 下 面 这 个 引 理 ( 当 r 是 
0=S0) 的 一 个 特例 . 


引 理 37C 设 了 是 包含 Ag 的 递归 可 公理 化 理论 , 7 是 句子 , o 是 通过 不 动 点 引 理 得 到 
的 句子 , 满足 下 列 公 式 : 
AgF (oc © (Prbro 一 T)). 


如 果 THo, 那么 TF c， 


证 明 ”我们 可 以 认为 o 叙述 的 是 “如 果 我 是 可 证 明 的 , 那么 r. ” 如果 了 全 F o, 根据 反射 
性 质 , 有 人 工 H- Prbro. 再 由 o 的 选择 , 我 们 有 TF. 国 


实际 上 我 们 感 兴趣 的 不 是 这 个 引 理 , 而 是 它 的 形式 化 : 
引 理 37C 的 形式 化 设 了 是 足够 强 的 递归 可 公理 化 理论 , r 是 句子 , o 是 通过 不 动 点 
引 理 得 到 的 句子 , 满足 下 列 公式 : 
AgF (o © (Prbro — 7)). 
则 全 F (Prbro 一 Prbr7). 
证 明 过 程 和 前 面 一 样 . 由 o 的 选择 , 我 们 有 
TH (0 —» (Prbro — 7)). 
对 这 个 公式 运用 第 一 个 反射 性 质 和 形式 化 的 假 言 推理 ,得 到 
TH (Prbro —» Prbr(Prbro — 7)) 
再 使 用 一 次 形式 化 的 假 言 推理 , 我 们 有 
TH (Prbro 一 (PrbrPrbro 一 Prbzrr))， 


这 个 公式 (F 的 右边 部 分 ) 与 Prbrc 一 PrbrPrbro (形式 化 的 反射 性 质 ) 一 起 , 通过 命题 逻辑 
推出 Prbrc 一 Prbrr， 加 


L6B 定理 (1955) 设 了 是 足够 强 的 递归 可 公理 化 理论 , 如 果 7 是 满足 TF (Prbrr 一 7) 
的 任意 句子 , 那么 TF T， 


显然 , 如 果 了 FF 7, 那么 对 于 任意 句子 p 有 了 FF (p 一 7). 所 以 Lpb 定理 的 结论 可 以 表述 
为 THF (Prbrr 一 T) < THT. 


证 明 对 于 给 定 的 句子 r, 构造 o 为 “如 果 我 是 可 证 明 的 , 那么 7.” 假设 TF (Prbrr 一 
7), 根据 形式 化 的 引 理 37C, 我 们 有 了 全 F (Prbro 一 Prbr7). 由 o 的 选择 , 有 TH+ o. 再 根据 
(未 形式 化 的 ) 引 理 37C, 我 们 有 全 FF r， 加 


Lob 定理 开始 是 为 了 解决 习题 1 的 问题 而 提出 的 . 但 它 导出 了 (从 某 种 意义 上 说 是 等 价 
的 ) 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 . 假设 了 是 足够 强 的 递归 可 公理 化 理论 , 运用 Lab 定理 并 将 
取 为 0 = S0, 那么 

TH (Prpr(0 = S80) 一 0= S0) 一 THF0= S0， 
即 ， 
了 上 - Cons7 一 了 是 不 和 谐 的 . 

这 样 , 我们 就 得 到 了 第 二 不 完全 性 定理 . 

现在 还 有 一 个 问题 没有 回答 : 什么 样 的 理论 是 足够 强 的 ? 这 样 的 理论 是 否 存在 (除了 不 
和 谐 理论 这 个 平凡 的 情况 )? 

答案 是 肯定 的 并 且 我 们 有 两 个 理论 . 第 一 个 是 “ 皮 亚 诺 代数 ” (PA). 它 的 公理 集 包 括 4 
公理 和 所 有 的 “归纳 公理 ”. 对 于 一 个 合式 公式 ,存在 万 有 闭 包 ， 闭 包 中 的 公式 都 具有 下 
列 形式 : 

0(0)AvYz(p(z) 一 VY(Sz)) 一 Yzp(z) 
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归纳 公理 描述 了 数学 归纳 法 的 一 - 般 原 则 ， 它 使 我 们 能 够 在 皮 亚 诺 代 数 中 讨论 自然 数 的 
许多 问题 (例如 , 加 法 的 交换 律 ). 但 要 确保 形式 化 的 反射 性 和 假 言 推理 也 可 以 从 皮 亚 诺 代 数 
得 到 , 需要 证 明 许多 细节 , 在 此 我 们 就 不 一 一 证 明了 - 

我 们 知道 皮 亚 诺 代数 是 和 谐 的 ,因为 它 在 外 中 是 真 的 . 但 根据 第 二 不 完全 性 定理 , PA 
不 能 证 明白 身 的 和 谐 性 . 通过 在 非 形式 化 数学 或 集合 论 中 的 讨论 ， 我们 “知道 ”PA 是 和 谐 
的 . 因此 集合 论 比 PA 有 更 高 的 “和 谐 性 能 力 ”: 它 证 明了 PA 的 和 谐 性 但 PA 不 能 . 

第 二 个 足够 强 的 理论 是 公理 集合 论 . 更 细致 地 说 ， 它 是 能 够 在 公理 集合 论 中 被 证 明 的 数 
论语 言 中 的 句子 集 . 下 一 小 节 就 将 讨论 这 个 问题 . 从 非 形式 化 的 角度 看 ， 我 们 从 这 个 理论 可 
以 诱导 出 形式 化 的 反射 性 和 假 言 推 理 . 但 集合 论 白 身 的 和 谐 性 又 从 哪里 来 ? 我 们 知道 PA 的 
和 谐 性 是 由 于 它 在 数论 的 “标准 模型 ” 中 是 真 的 . 但 我 们 根本 说 不 清 “集合 论 的 标准 模型 ”! 
3.7.1 ”集合 论 的 应 用 

我 们 已 经 知道 ,在 数论 语言 中 ,Cn4s 不 是 完全 的 也 不 是 递归 的 ， 其 他 在 这 个 语言 中 递 
归 可 公理 化 的 和 谐 理 论 也 是 一 翌 . 

现在 把 目光 从 算术 转 到 集合 论 . 我 们 已 知 一 种 语言 (包含 参数 Y 和 <) 和 一 个 公理 集 . 在 
目前 所 有 公认 的 例子 中 ,集合 论 的 公理 集 是 递归 的 . 更 准确 地 说 ， 应 该 是 公理 的 哥 德 尔 数 集 
是 递归 的 . 因此 得 到 的 理论 (集合 论 ) 是 递归 可 枚 举 的 . 我 们 断言 ， 这 个 理论 如 果 是 和 谐 的 ， 
它 就 不 是 递归 的 ,进而 不 是 完全 的 . 我 们 先 大 体 地 了 解 一 下 讨论 过 程 . 首先 ， 数论 的 语言 可 
以 被 嵌入 集合 论 , 但 我 们 只 关心 与 自然 数 及 其 运算 有 关 的 那 部 分 (图 3-5 中 的 阴影 部 分 )， 即 
与 Ag 和 谐 的 理论 . 它 不 是 递归 的 , 因为 如 果 集 合 论 是 递归 的 ， 则 它 的 算术 部 分 也 是 递归 的 ， 
但 强 实 上 不 是 这 伴 . 了 解 了 这 些 后 ， 我 们 将 进入 第 二 不 完全 性 定理 在 集合 论 中 的 情况 . 


包括 4, 的 
递归 可 枚 举 理论 
集 人 


在 数论 由 
的 命题 
( 串 递 痢 的 ) 


信 数 论语 言 中 的 命题 


上 - 面 集合 信 
-个 解释 下 的 像 


集合 论 
(递归 可 收 举 的 } 


(b) 
图 3-5 集合 论 和 数论 : (a) 平面 图 , (b) 更 精确 的 图 


3.7 第 二 不 完全 性 定理 203 


今后 , 我 们 所 说 的 集合 论 (ST) 是 指 大 家 都 熟悉 的 (在 含有 等 于 及 Y 和 e 两 个 参数 的 语 
言 中 ) 集合 理论 的 公理 序列 集 (标准 的 策 梅 洛 - 弗兰克 尔 公理 也 行 , 如 果 大 家 熟悉 . 我 们 只 要 
求 公理 集 是 递归 的 , 并 且 从 它 能 够 得 到 我 们 现在 已 知 的 关于 集合 的 事实 ). 我 们 需要 从 Cn4 
到 ST 的 解释 . (这 一 节 的 剩余 部 分 与 2.7 节 有 相同 的 假设 . ) 但 这 个 x 的 存在 要 依赖 于 集合 
论 的 结果 , 而 不 是 这 几 人 句 话 能 够 说 明 的 . 我 们 需要 用 ST 语言 中 的 公式 来 表示 自然 数 的 概念 ， 
两 个 数 的 和 的 概念 ， 等 等 . 为 了 找到 这 些 公式 ,我 们 重新 考虑 自然 数 运 算 “ 舱 入 ”集合 论 的 
方法 . 也 就 是 , 一 方面 ,2, 7 这 样 的 自然 数 不 再 以 集合 的 身份 出 现 ， 另 一 方面 ， 当 我 们 需要 
时 可 以 选取 适当 的 集合 来 表示 数 . 标准 的 方法 是 把 0 对 应 到 集合 g, n 十 1 对 应 到 集合 n;n. 
这 么 做 的 另 一 个 好 处 是 每 一 个 数 部 是 所 有 比 它 小 的 数组 成 的 集合 (如 3e7). 令 w 是 所 有 这 
些 数 集 的 并 , 那么 w 是 表示 N 的 集合 . 

从 公式 vi Ew 中 去 掉 已 定义 的 w 后 得 到 的 公式 用 rwv 表示. 类 似 地 , ro 是 由 公式 = 二 
得 到 的 , 公式 rs 由 v2 = v1U {v1} 得 到 . 我 们 用 公式 r< 简单 地 表示 we v, 用 下 面 的 句子 
在 ST 语言 中 的 翻译 来 表示 xz}: 


对 于 任意 f, 如 果 :wxw 一 w， 并 且 对 于 所 有 w 中 的 a 和 65, 有 f(a,8) = a, 并 且 
fla,bU {6}) = f(a,b) LU {f(a,b)}, 那么 f(v1,v2) = v3. 


(第 0 章 中 介绍 了 部 分 翻译 的 规则 . ) 用 同样 的 方式 , 我 们 可 以 得 到 公式 r. 和 NE. 

那么 , x 是 从 Cnhg 到 ST 的 解释 ， 这 个 断言 在 ST 上 成 立 必须 满足 下 列 的 数字 (数字 
是 17) 要 味 . 

(i) 3vixtv 必定 在 ST 中 , 因为 在 集合 论 中 , w 是 非 空 的 . 

(i 用 f 表示 语言 AE 的 5 个 函数 符号 之 一 ，ST 必然 包含 一 个 句子 ， 这 个 句子 断言 x 
在 nv 定义 的 集合 上 定义 了 一 个 函数 . (这 个 句子 就 是 2.7 节 中 “解释 ”的 定义 中 提出 的 句子 . ) 
在 0 的 情况 下 , 结果 是 在 ST 中 存在 唯一 一 个 空 集 , 这 个 空 集 属 于 w. S 的 情况 也 很 简单 , 由 
于 rs 在 所 有 集合 的 论 域 中 定义 了 一 个 一 元 运算 ， 并 且 w 在 这 个 运算 下 是 封闭 的 . 对 于 十 ， 
我 们 必须 对 w 使 用 递归 定理 . 即 , 在 ST 中 证 明 (如 1.4 节 中 提 到 ) 存在 唯一 的 站 :wxw 一 w 
使 得 对 于 所 有 w 中 的 a 和 5b, 有 ja,g)=a 并 且 f(a,bU {0}) = FowD)U{A(awD)}. 这 样 , z+ 
所 要 求 的 性 质 就 得 到 了 . 对 。 和 EE 可 以 进行 类 似 的 讨论 . 

(过 ) 用 c 表示 hg 中 的 11 个 句子 之 一 , 那么 cx 必然 在 ST 中 . 例如 L3 的 情况 ,对 于 
w 中 任意 的 m 和 nn, 我们 有 m sm, m=n 和 nem 必 有 一 个 在 ST 中. 

由 于 这 些 要 求 都 是 有 限 数 , 因此 存在 有 限 8 S ST, 使 得 x 也 是 CnAhg 到 CnG 的 解释 . 


定理 37D( 集 合 论 的 强 不 可 判定 性 ) 设 工 是 集合 论语 言 中 的 一 个 理论 满足 UST( 至 
少 了 TUE) 是 和 谐 的 , 那么 条 不 是 递归 的 . 
证 明 令 人 A 为 和 谐 理 论 Cn(TU), Ao 为 r ![IA] 在 数论 语言 中 对 应 的 理论 . 由 2.7 节 
知 ，Ao 是 一 个 和 谐 理 论 (因为 A 是 ). 同时 hg C Ao, 这 是 因为 如 果 o € Ag， 那 么 o™ e 
Cne C A. 因此 由 Cnhg 的 强 不 可 判定 性 (定理 35C) 可 知 , #Ao 不 是 递归 的 ， 
现在 我 们 要 从 Ao 的 不 可 递归 性 得 到 的 不 可 递归 性 , 我 们 有 
IEAo ii 过 oreA 


并 且 由 下 面 的 引 理 可 得 , ho” 递归 地 依赖 于 Ho. 即 #Ao 和 mn HA. 因此 HA 不 可 能 是 递归 的 , 否 
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则 #Ao 就 是 递归 的 . 类 似 地 , 我 们 有 
TEA 证 (yp —7) ET, 


其 中 中 是 更 中 公式 的 合 取 . 由 于 区 ep 一 7) 递归 地 依赖 于 #7, 因此 我 们 有 HA <m 拭 使 得 好 
不 可 能 是 递归 的 , 否则 4A 就 是 递归 的 . 国 


引 理 37 忆 ”存在 一 个 递归 函数 p, 使 得 对 于 数论 语言 中 的 公式 w，p(la) = 区 or). 

证 明 在 2.7 节 中 我 们 清楚 地 给 出 了 构造 ar 的 过 程 . 在 那些 例子 的 构造 过 程 中 ,利用 
了 比 a 简单 的 公式 6 所 对 应 的 8". 而 我 们 可 以 把 3.3 节 和 3.4 节 中 的 方法 运用 到 这 些 公式 
的 哥 德 尔 数 上 , 来 证 明 p 是 递归 的 . 但 详细 的 证 明 并 不 吸引 人 , 在 此 就 忽略 了 . 图 

推论 37F ”如 果 集 合 论 是 和 谐 的 , 那么 它 不 是 完全 的 ， 

证 明 ”我 们 知道 集合 论 有 递归 的 公理 集 . 如 果 集 合 论 是 完全 的 ， 那 么 它 就 是 递归 的 ( 根 
据 3.4 节 的 21 条 ). 由 前 面 的 定理 知 , 如 果 ST 是 和 谐 的 , 这 种 情况 不 可 能 发 生 . 图 

推论 37G 在 含有 等 号 和 一 个 二 元 谓词 符号 的 语言 中 , 永 真 句 子 (的 哥 德 尔 数 ) 集合 不 
是 递归 的 . 

部 分 证 明 ”在 上 面 的 定理 中 取 了 = Cng 为 永 真 句子 的 集合 . 则 定理 告诉 我 们 , 如 果 更 
是 和 谐 的 , 那么 和 虹 不 是 递归 的 . 我 们 目前 还 没有 明确 给 出 有 限 集 B, 但 我 们 可 以 肯定 , 更 可 
以 通过 和 谐 性 选取 出 来 . 图 

我 们 必须 注意 , 7 不 是 Thm 到 ST 的 解释 (除非 ST 是 不 和 谐 的 ). 这 是 因为 , 作为 引 理 
37E 的 结果 , x-![ST] 是 语言 外 中 的 递归 可 枚 举 理 论 . 因此 , 它 不 可 能 等 于 Th , 并 且 只 有 
当 它 是 不 和 谐 的 时 ,， 它 才能 包含 完全 理论 Th%. 

3.7.2 ”集合 论 中 的 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 
我 们 仍然 可 以 用 常用 的 方法 找到 一 个 数论 的 句子 o, 它 间接 地 表达 了 它 本 身 的 解释 or 
不 是 集合 论 中 的 定理 . 令 D 是 N 上 的 三 元 关系 , 满足 
(a,b,c) ED 全 a 是 数论 中 的 公式 a 的 哥 德 尔 数 ， 
并 且 c 是 从 a(S*0)" 的 ST 的 公理 推理 的 哥 德 尔 数 . 
(通过 常用 的 讨论 可 知 ) 关系 D 是 递归 的 ; 设 6(v1,v2,v9) 在 Cn4P 中 表示 D, r 是 公式 Vvs 一 


6(v1, v2,v3) 的 哥 德 尔 数 , o 是 公式 Yus-6(S7"0, S"0,vs), 可 以 看 出 , o 就 间接 地 表示 or 4 ST. 
我 们 现在 证 明 这 个 断言 是 正确 的 . 


引 理 37H ”如 果 ST 是 和 谐 的 , 那么 of 4 ST. 

证 明 用 反 证 法 . 假设 cr 可 以 从 ST 的 公理 推出 , 令 k 是 这 个 推理 9, 那么 (7,7,k) € D. 
.Ag 6(S"0, S"0, S*0); 
.AE F 43v36(S"0, S$"0, v3); 


即 
4 上 一 0， 


利用 解释 r 我 们 得 出 ， 只 要 ST 不 和 谐 , 那么 "cr 就 在 ST 中 . 因此 
ST 是 和 谐 的 > 号 天 ST. 加 

和 本 书 中 的 许多 证 明 一 样 , 上述 证 明 是 在 非 形 式 化 数学 中 进行 的 . 但 实际 上 所 有 这 些 证 
明 都 可 以 在 ST 中 完成 . 更 本 质地 说 , 所 有 的 工作 都 能 在 ST 中 进行 . 可 以 想象 , 其实 我 们 就 
是 这 样 做 的 . 除了 证 明 一 个 句子 

“ST 是 和 谐 的 全 orgST”. 
之 外 , 在 集合 论 的 形式 语言 中 , 我 们 还 得 到 一 个 从 某 个 句子 的 ST 的 公理 推出 : 
(Cons(ST) 一 口 )， 

这 里 Cons(ST) 是 将 “ST 是 和 谐 的 ”在 集合 论语 言 中 的 翻译 (以 一 个 好 的 方法 )， 类似 
地 , 口 是 “or ¢ ST” 的 翻译 . 但 是 , 在 集合 论语 言 中 , 我 们 已 经 有 了 一 个 句子 断言 cr 4 ST， 
这 个 句子 是 cr . 这 就 说 明 口 就 是 (或 可 以 证 明 在 ST 中 等 价 于 )o™, 因此 , 我 们 把 


(Cons(ST) 一 om) 


作为 ST 的 一 个 定理 ， 
现在 , 我 们 可 以 把 口 看 作 o™. 通过 上 面 的 讨论 , 我 们 希望 能 使 读者 相信 这 至 少 是 可 以 
证 明 的 , 并 且 从 它 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 


集合 论 中 的 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 句子 Cons(ST) 不 是 ST 的 定理 ， 除 非 ST 不 
和 谐 . 
证 明 根据 上 面 (有 道理 ) 的 讨论 ， 有 
(Cons(ST) 一 am) 


是 ST 的 定理 . 因此 如 果 Cons (ST) 是 ST 的 定理 , 那么 cr 也 是 . 但 根据 引 理 37H， 如 果 
o™ € ST,， ST 就 是 不 和 谐 的 . 区 


当然 如 果 ST 不 和 谐 , 那么 每 个 句子 , 包括 Cons (ST), 都 是 定理 . 因此 在 ST 内 对 Cons 
(ST) 的 证 明 不 能 使 人 相信 ST 是 和 谐 的 . (相反 地 ,由 哥 德 尔 第 二 定理 却 能 得 出 ST 是 不 和 
谐 . ) 但 在 哥 德 尔 之 前 ， 人 们 曾经 希望 可 以 从 比 集合 论 公理 弱 一 些 的 假设 中 证 明 Cons (ST)， 
当然 这 些 假设 都 被 设 成 和 谐 的 . 现在 我 们 知道 Cons(ST) 并 不 包含 在 ST 的 任何 一 个 子 理论 
中 , 除非 ST 是 不 和 谐 的 . 

现在 我 们 知道 了 集合 的 任意 一 个 递归 可 公理 化 的 理论 (只 要 符合 和 谐 的 条 件 并 且 能 推出 
现在 已 知 的 结论 ) 都 不 是 完全 理论 . 这 就 提出 了 一 个 挑战 : 给 这 些 理论 增加 公理 . 一 方面 , 我 
们 要 通过 增加 理论 的 公理 , 使 得 理论 朝 着 我 们 认为 有 用 的 方向 增强 . 另 一 方面 , 希望 增加 的 
公理 能 使 我 们 对 和 集合 的 非 形 式 化 理解 更 准确 ， 比 如 ,集合 到 底 是 什么 ? 它们 有 怎样 的 性 质 ? 


习题 

1. 设 o 是 一 个 句子 满足 PAF (ca 全 PrbpAo). ( 即 o 表示 “我 是 可 证 明 的 . ”与 “我 是 不 可 证 明 的 ” 相 
有 反 , 这 个 句子 也 有 这 个 有 趣 的 性 质 . ) 是 否 有 PAF c? 

2. 设 工 是 有 限 递归 语言 中 的 理论 , 并 且 假 设 存在 一 个 CnAhg 到 工 的 解释 . 证 明 了 是 强 不 可 判定 的 ， 
即 ， 只 要 理论 T' 满足 TUT' 是 和 谐 的 , 那么 7' 不 是 递归 的 . 
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3.8 ” 祖 乘 运算 的 表示 ， 


在 3.1 节 和 3.2 节 中 , 我 们 学 习 了 外 的 一 些 归 约 理论 , 并 证 明了 它们 的 可 判定 性 . 在 节 
3.3 中 , 我 们 向 语言 中 添加 了 乘法 和 知 乘 运算 . 得 到 的 理论 (在 3.5 节 中 ) 是 不 可 判定 的 . 实 
际 上 ,如 有 果 我 们 只 添加 乘法 (放弃 短 乘 ), 仍然 有 这 样 的 结果 . 

令 各 去 掉 宕 乘 运算 后 得 到 的 针 的 归 约 模型 为 Nm; 


Nm ee (N;0, 9， 二 ， 十， '). 


符号 书 不 出 现在 Mxm 的 语言 中 . 令 hg 去 掉 El 和 Ez 后 得 到 的 集合 为 Am. 这 一 节 的 目的 
是 为 了 证 明 当 我 们 用 “Am” 和 “tm ”代替 “Ag” 和 “NM” 时 ,3.3 节 至 3.5 节 中 的 所 有 定理 仍 
然 成 立 . 那么 需要 证 明 的 关键 是 寡 乘 运算 在 CnAm 中 是 可 表示 的 . 即 , 在 Mw 的 语言 中 存 
在 公式 ,使 得 对 于 任意 的 a 和 b， 


Am t+- vzle(S°0, S?0,z) z= So0]. 


这 样 e(zx,y, z) 就 可 以 代替 zEy = z, 而 不 用 使 用 符号 EE 了 . 

如 果 我 们 想 知 道 哪 些 关 系 和 函数 在 CnAm 中 是 可 表示 的 , 我们 首先 会 发 现 除 了 徊 乘 运 
算 外 , 所 有 在 Cnhg 中 可 表示 的 在 Cn4xw 中 都 可 表示 . 也 就 是 , 3.3 节 中 到 编目 7 之 前 列 出 
的 结果 都 成 立 . 因此 , 必须 证 明知 乘 运 算 在 Cn4xw 中 也 是 可 表示 的 . 

我 们 知道 短 乘 运算 可 以 用 下 面 的 递归 方程 来 刻画 


1 一 ob .a. 


从 我 们 对 原始 递归 的 了 解 (3.3 节 中 的 编目 13 加 上 习题 8), 我 们 希望 定义 
E*(a,b) = 使 得 [(s)o = 1 并 且 对 于 所 有 i < 。， 
(3)itl = (8)i* aq] 成 立 的 最 小 的 s 
这 样 we = (E*(a,5))s. 但 这 并 不 能 得 到 我 们 想 要 的 可 表示 性 的 证 明 ， 因 为 我 们 并 不 知道 分 解 
函数 (a)s 在 Cn4x 中 是 可 表示 的 . 实际 上 ， 我 们 并 不 真 的 需要 这 种 分 解 函数 ( 它 对 应 于 编 


码 序 列 的 一 种 特殊 方式 ), 我 们 所 需要 的 是 某 种 类 似 分 解 函数 的 函数 5, 下 面 的 引 理 总 结 了 它 
的 性 质 . 


引 理 38A 在 在 一 个 在 Cn4xw 中 可 表示 的 函数 6, 使 得 对 于 每 个 n, a1,… ,an, 存在 一 
个 s, 对 于 所 有 的 i < n, 都 有 6(s,i) = ai. 

一 旦 这 个 引 理 被 证 明了 ,就 能 定义 

*(a,b) = 使 得 [6(s,0) = 1 并 且 对 于 所 有 i < 。， 
6(s,i 十 1) = 6(s,i) a] 成 立 的 最 小 的 s 

这 个 引 理 保证 满足 条 件 的 s 的 存在 性 , 那么 BE** 在 Cn4xw 中 是 可 表示 的 , 进而 虞 乘 也 是 , 因 
为 a = 6(E**(a,5),b). 数论 中 的 一 些 事实 保证 了 引 理 中 的 函数 5 是 存在 的 . 

1. 本 节 可 以 略 过 , 并 不 影响 本 书 的 连续 性 . 


a 
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3.8.1 ”配对 函数 


为 了 证 明 略 去 的 引 理 ， 首 先 我 们 为 编码 数 和 解码 数组 成 的 数 对 构造 一 个 函数 . 众 所 周 
知 , 存在 把 N x N 一 对 一 映射 到 N 上 的 函数 . 特别 地 , 下 图 中 的 函数 J 也 是 这 样 , 坐标 下 b) 
处 写 的 是 J(a,5) 的 值 . 


例如 ,J(2, 1) = 8, J(0, 2) = 3. 为 了 得 到 J(a, b) 的 表达 式 , 我 们 注意 到 , 沿 着 z+y =n 这 
一 行 有 n+1 个 点 (在 NN 中 的 坐标 ). 这 样 ， 


J(a,5)= J 在 平面 上 安排 的 较 少 的 点 数 

二 [对 于 n =0,1,…,(g+b—1), z+y=n 
行 上 的 点 数 ] 十 [xz 十 y = a 十 6 行 上 z < a 的 点 数 | 

二 [1 十 2 十 … 十 (a 二 + 昌 +a 

=3(c+b(o+i+D+a 

= 35[(o+ 纺 二 3a+ 引 

令 K 和 工 是 J 在 坐标 轴 上 的 投影 函数 , 即 满足 

K(J(a,b)) = a, L(J(a,b)) = 


的 唯一 函数 . 例如 , K(7) = 1, 1 是 了 在 平面 上 安排 7 的 坐标 点 (1,2) 的 z 坐标 . 类 似 地 , L(7) 
= 2， 等 于 这 个 点 的 y 坐标 . 
我 们 断言 , J, K 和 工 在 Cn4w 中 都 是 可 表示 的 . 函数 


瑟 (a) = 使 得 a < 2b 的 最 小 的 65 
对 于 任意 偶数 a, 有 性 质 (a) = #a. 那么 有 ， 


J(@,b)=H((a+b)- (G+b+l)) +o, 
KK(p) = 使 得 [对 于 某 个 b < p, J(a,b) = 的 最 小 的 a 
L(p) = 使 得 [对 于 某 个 a < p, J(a,0) = 的 最 小 的 6 


从 上 面 的 4 个 式 子 我 们 能 断定 五 , J,K 和 工 在 CnAxm 中 是 可 表示 的 . 
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3.8.2 ” 哥 德 尔 6 函数 
设 6 为 如 下 定义 的 函数 ， 
B(c,d,i)=c 二 [1 十 (i 十 1) :dl 的 余数 
二 对 于 某 个 g < 
c=g:[ 十 (i 十 1) qd] 十 ?的 最 小 的 7 
这 个 不 太 直 观 的 函数 却 能 很 好 地 构造 出 引 理 38A 中 的 分 解 函数 . 令 
6(s,i) = B(K(s), L(s), 1). 


显然 , 6 在 Cnh4m 中 是 可 表示 的 . 但 并 不 显然 的 是 ， 它 符合 引 理 38A 中 的 条 件 . 我 们 要 证 
明 : 
对 于 任意 n 和 任意 a0,…… , an， 
存在 c 和 a 使 得 对 于 所 有 i <n,B(c,q,i)=a:  (*) 
再 证 明 , 对 于 所 有 i 声 n,6(J(c,d),i) = Bl(c,d,i) = ai. 
式 (*) 是 数论 方面 的 句子 ,而 不 是 逻辑 方面 的 . 它 的 证 明 是 以 中 国 剩余 定理 为 基础 的 . 
称 do,… ,dn 是 两 两 互 素 的 整数 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 i 关 j, di 和 di 没有 共同 的 素 因 子 . 


中 国 剩余 定理 设 do,… ,dn 是 两 两 互 素 的 整数 ，ao,…… ,an 是 自然 数 满足 ai < di， 那 

么 能 够 找到 一 个 数 c 使 得 对 于 所 有 i < m， 
qi 二 Cc 二 di 的 余数 

证 明 令 p = Iis<ndi， 并 且 对 于 任意 的 c, 令 F(c) 为 c 分 别 除 以 do,… ,dn 所 得 的 
(n 十 1) 元 余数 组 . 请 注意 , 这 个 (n + 1) 元 余数 组 有 2 种 可 能 的 值 . 

我 们 说 下 在 {kl0 < < p} 上 是 一 对 一 的 . 因为 假设 F(c1) = F(c2), 那么 每 个 di 都 能 
整除 |c1 一 cz|. 由 于 di 是 互 素 的 , 因此 p 一 定 能 整除 |c1 一 cz|. 又 因为 ct cs 比 p 小 ， 所 以 必 
然 有 cl = c2. 

这 样 FF 在 {klo 和 KK <p} 上 的 限制 取 遍 所 有 的 p 种 可 能 的 值 . 特别 地 , 假设 在 某 点 c 上 


的 取 值 为 (ao,… ,an). 这 就 是 我 们 想 要 的 c. 加 
引 理 38B 对 于 任意 的 s > 0, 下 面 的 s 十 1 个 数 : 
1 二 1.sl,1 十 2.sl,.… ,1 十 (s 十 1):s! 
是 两 两 互 素 的 . 


证 明 所 有 这 些 数 有 一 个 共同 的 性 质 : 任意 一 个 素 因 子 4 不 能 整除 st!， 因此 g > s. 如 
果 素 数 g 能 整除 1+j.s! 和 1 十 ks!, 那么 它 就 能 整除 它们 的 差 |; 一 s!. 由 于 9 不 能 整除 
s 因此 它 能 整除 |; 一. 但 17 一 < s<gq, 所 以 只 有 当 1|; 一 k=0 时, 这 个 式 子 才 成 立国 

式 (*) 的 证 明 假设 已 知 ao,-… ,an, 我 们 必须 找 出 c 和 d, 使 得 对 于 所 有 的 i < n,c 除 
以 1+ (i 十 1) :ad 的 余数 是 a;. 

令 s 是 {n,ao,… ,an} 中 最 大 的 一 个 ， 并 另 设 d = s!. 那么 根据 引 理 38B， 对 于 i < 
n, 1 十 (i+1).d 是 两 两 互 素 的 . 因此 由 中 国 剩余 定理 知 , 存在 一 个 数 c 使 得 对 于 所 有 的 i<n， 
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c=[I+G+D: 可 的 余数 是 ai. 国 
到 此 , 我 们 完成 了 引 理 38A 的 证 明 . 由 引 理 后 的 讨论 我 们 得 到 ， 
定理 38C 宕 乘 运 算 在 Cn4w 中 是 可 表示 的 . 


有 了 这 个 定理 , 我 们 就 能 证 明 3.3 节 中 的 编目 7. 当时 的 证 明 表明 了 , 编目 7 中 的 函数 
(在 n 的 值 为 pn) 在 Cnhm 中 是 可 表示 的 . 因为 这 个 函数 是 由 已 知 在 Cn4xw 中 可 表示 的 关 
系 和 函数 (包括 寡 乘 ) 通过 允许 的 方式 形成 的 . 

同样 的 现象 贯穿 于 整个 3.3 节 和 3.4 节 中 , 当时 给 出 的 证 明 同 样 证 明了 Cn4xw 中 的 可 表 
示 性 . 因此 任意 递归 关系 在 Cn4x 中 是 可 表示 的 , 并 且 如 果 这 个 关系 恰好 是 个 函数 , 那么 它 
是 函数 可 表示 的 . 3.5 节 中 用 在 Mxm 和 4x 上 的 证 明 同样 可 以 用 在 多 和 4g 上 . 特别 地 , 我 
们 还 得 到 Cn4w 的 强 不 可 判定 性 : 在 外 的 语言 中 的 任意 理论 T， 如 果 满 足 TU 4x 是 和 谐 
的 , 那么 工 就 不 是 递归 的 . 

请 注意 , 任意 在 外 中 可 定义 的 关系 ( 即 , 算术 关系 ) 在 Nm 中 也 是 可 定义 的 . 对 于 短 乘 
运算 来 说 , 如 果 它 在 Th9iw 的 某 个 子 理论 中 可 表示 , 那么 它 在 Mm 中 更 是 可 定义 的 . 根据 
新 的 塔 斯 基 定理 ,HTh9tw 在 Mm 中 是 不 可 定义 的 , 进而 拭 h%x 不 是 算术 的 . 

在 2.7 节 中 的 技巧 中 , 我 们 可 以 说 存在 一 个 Th9t 到 Th9tx 中 的 可 靠 解释 . 它 就 是 在 ( 除 
了 EE 外 的 ) 所 有 参数 上 的 恒 等 解 释 , 并且 给 EB 指派 一 个 在 Fw 中 定义 短 乘 运算 的 公式 . 

表 3-2 中 总 结 了 第 3 章 中 有 关 数 论 及 其 归 约 的 一 些 结果 . 


表 3-2 
结 构 理论 理论 的 模型 可 定义 集 注释 
(N) 可 判定 , 不 可 有 限 公 ”任意 无 限 集合 2 和 N{0} 是 不 可 
理化 , 实现 量词 消去 定义 的 
(N;0) 同上 含有 不 同 元 素 的 无 @,{0},N ~ {0},N,S 
限 集 是 不 可 定义 的 
(N;0,5) 同上 标准 部 分 加 上 2Z 链 。 ”有 限 集 和 余 有 限 的 {0} 在 (N; 5) 中 是 可 
中 的 任意 元 素 合 < 是 不 可 定义 的 ”定义 的 
(N;0,5, <) 可 判定 , 可 有 限 公 理 同上 , Z 链 间 可 以 有 有 限 集 和 余 有 限 集 序 。” {0} 和 3 在 (N;<) 中 
化 , 实现 量词 消去 任意 的 序 关系 十 是 不 可 定义 的 ”是 可 定义 的 
(N;0,5, <,+) 可 判定 (Presburger) ”2 链 满足 无 端点 笛 终 周期 集 . 是 不 可 定 。 {0}, S 和 < 在 (Ni+) 
密 序 . 并 且 存 在 一 个 合 义 的 中 是 可 定义 的 
适 的 加 法 运算 
(N; 0, S, <, 十 ,-) ” 非 算术 的 … 不 是 递 同上 , 但 存在 一 个 合 ”所 有 的 算术 关系 式 算术 关系 在 (N; 3, )、 
归 可 公理 化 的 适 的 乘法 运算 都 是 可 定义 的 (Ni 二) 和 (N; <, DD) 中 


是 可 定义 的 , 其 中 D(z,y) 


= (x)y 


习题 


1. 设 D(a,b) = (a)。. 证 明 任意 算术 关系 在 结构 (N; <, D) 中 可 定义 . 注 : 有 人 可 能 会 有 疑问 ， 为 什么 
Th%a,， 含有 加 法 ,是 可 判定 的 (3.2 节 中 证 明 ), 而 Th9tw ,含有 加 法 和 乘法 , 却 是 不 可 判定 的 ? 答 
案 是 , 正如 本 章 所 证 明 的 , 乘法 能 产生 某 些 编码 和 解码 序列 . 这 个 习题 的 目的 就 是 为 了 证 明 , 一 旦 
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我 们 有 了 解码 函数 D 和 序 关 系 ,就 必然 有 加 法 ,乘法 和 丢 乘 构成 的 充分 复杂 的 算术 . 

2. 证 明 加 法 关系 {(a,b c)le+b5= ce 在 结构 (N; 85,) 中 是 可 定义 的 . 提示 : 在 什么 情况 下 等 式 S(ac)- 
S(be) = S(c:c.S(ab)) 成 立 ? 

3. (a) 证 明 Th(Z; +，) 是 强 不 可 判定 的 . ( 见 3.7 节 的 习题 2. ) 
(b) (假设 读者 有 代数 背景 知识 . ) 证 明 环 的 理论 是 不 可 判定 的 , 并 且 交 换 环 的 理论 也 是 不 可 判定 的 . 


二 阶 远 和 辑 


4.1 二 阶 语言 


为 了 得 到 比 一 阶 语言 更 丰富 , 更 富有 表现 力 的 语言 , 我 们 可 以 对 谓词 符号 和 函数 符号 添 
加 量词 . 例如 ， . 
3z(Pz — VrP7) 
是 一 个 含有 参量 Y 和 P 的 恒 真 式 . 我 们 把 
VYPaz(Pz — VzPrzr) 


也 称 为 恒 真 式 ,因为 无 论 P 的 解释 是 什么 , 它 的 取 值 都 是 真 的 . (此 处 的 参量 只 有 V, 已 被 看 
作 谓词 变 元 . ) 

除了 2.1 节 开始 介绍 的 符号 外 , 我 们 假设 还 有 以 下 的 逻辑 符号 ; 

(4) 谓词 变 元 : 对 于 每 个 正 整数 n, 我 们 有 n 元 谓词 变 元 


Xr?, XR,... 
(5) 函数 变 元 : 对 于 每 个 正 整数 n, 我 们 有 7 元 函数 变 元 
Fr, Fn,... 


为 了 防止 混淆 ,以 后 把 通常 意义 下 的 变 元 v1,v2,… 称 为 个 体 变 元 . 项 的 定义 和 以 前 一 样 ， 
是 由 常量 符号 和 个 体 变 元 通过 函数 符号 (包括 函数 参量 和 函数 变 元 ) 形成 的 表达 式 ， 原 子 公 
式 仍然 表示 为 Pb … 如 ， 其 中 王 ,，… ,如 是 项 , P 是 nn 元 谓词 符号 (参量 或 变 元 ). 合式 公式 
的 定义 增加 了 新 的 构成 运算 : 如 果 2 是 合式 公式 , 那么 YX?PPp 和 VE"eo 也 是 . p 中 变 元 自由 
出 现 的 概念 和 以 前 定义 的 相同 . 句子 是 指 不 含有 自由 变 元 ( 个 体 变 元 、 谓 词 和 函数 变 元 ) 的 
合式 公式 ， 

值得 注意 的 是 , 谓词 参量 和 自由 谓词 变 元 所 起 的 作用 在 本 质 上 是 相同 的 . 类 似 地 ， 函 数 
参量 和 自由 函数 变 元 , 常量 符号 和 自由 个 体 变 元 之 间 也 有 紧密 的 联系 . 

至 于 结构 , 我 们 仍然 是 指 满足 2.2 节 中 条 件 的 参量 集合 上 的 函数 , 但 可 满足 性 的 定义 必 
须 自然 地 扩展 . 设 V 是 所 有 个 体 变 元 、 谓词 变 元 和 函数 变 元 的 集合 , 并 设 s 是 V 上 的 函数 ， 
它 给 每 个 变 元 分 配 一 类 合适 的 对 象 . 这 样 s(v1) 就 是 论 域 中 的 一 个 元 素 , s(X") 是 论 域 中 的 
n 元 关系 ，s(F") 是 n 元 运算 . 对 于 项 t, 弛 t) 自然 就 有 定义 . 特别 地 , 如果 FF 是 函数 变 元 ， 
那么 Fli…t) 就 是 函数 s (五 ) 在 (3),… , ( 纪 tn)) 上 的 值 . 原子 公式 可 满足 的 定义 本 质 
上 与 前 面 的 定义 相同 . 对 于 一 个 谓词 变 元 XX， 
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Fa 大 下: 成 [8] i (38(t1),.*. ,53(tn)) € s(X). 

可 满足 性 定义 中 唯一 新 的 特性 是 由 新 量词 引出 的 . 

(5) Fm VX?g[s] 当 且 仅 当 对 于 |%| 上 的 每 个 n 元 关系 R,， 有 Fm vp[ls(X?)|R]. 

(6) Fm VFYp[ls] 当 且 仅 当 对 于 每 个 n 元 函数 f: 区 一 了 区， 有 Fa pls(FP)| 玫 1. 

显然 ,s 在 公式 中 自由 出 现 的 变 元 上 的 值 是 有 意义 的 . 对 于 句子 o, 我 们 可 以 清楚 地 判 
断 出 它 在 义 中 的 取 值 是 真 还 是 假 . 逻辑 (语义 ) 列 涵 的 概念 不 变 . 

例 1 良 序 是 一 个 序 关 系 , 并 且 满 足 任意 非 空 集合 (按照 这 个 序 关 系 ) 都 有 一 个 最 小 元 . 
这 个 条 件 可 以 翻译 成 二 阶 句子 

VX(dyXYy 一 Jy(XYy AVz(Xz — Y < 2z))). 


这 里 ， 和 别处 一 样 ， 如果 筷 和 环 没有 下 标 ,我 们 可 以 省 略 不 写 . 如 果 上 标 可 以 从 上 下 文中 
得 出 , 我 们 也 可 以 省 略 . 


例 2 皮 亚 诺 代数 的 一 条 假设 (归纳 假设 ) 是 ， 自 然 数 的 一 个 集合 如 果 包 含 0 并 且 对 后 
继 函 数 是 封闭 的 , 那么 这 个 集合 实际 上 包含 了 所 有 的 自然 数 . 这 个 假设 也 可 以 用 数论 的 二 阶 
语言 写 出 来 
YX(XOMNVYXY 一 XSY) 一 VYyKY). 


满足 S1, S2 和 上 述 的 皮 亚 诺 归 纳 假设 的 任意 一 个 模型 都 同 构 于 (N;0,5), 证 明 见 习题 
1. 因此 这 些 句子 的 集合 是 范畴 的 , 即 它 的 所 有 模型 是 同 构 的 . 
例 3 假设 在 公式 p 中 谓词 变 元 XX” 不 是 自由 出 现 的 , 那么 公式 
3Xnyuw .Yun[ 和 "own ee ol. 
是 恒 真 的 . (此 处 gp 中 除了 01,… ,vn 之 外 ,其 他 的 变 元 可 以 自由 出 现 . ) 这 个 公式 表示 存在 


一 个 n 元 关系 满足 2. 我 们 把 这 种 形式 的 公式 称 作 关系 概括 公式 ,类似 地 , 我们 还 有 函数 
概括 公式 . 如 果 在 公式 中 变 元 F" 不 是 自由 出 现 的 , 那么 


Vv1 各 Von dlvn 1 一 
3F?VYo .Yoni( Fon 一 Un OV) 
是 恒 真 的 . (这 里 “3lwn+ly%” 是 2.2 节 的 习题 21 中 得 到 的 公式 的 缩写 . ) 
例 4 在 有 序 的 实数 域 中 , 任意 有 界 的 非 空 集合 都 有 上 确 界 . 我 们 能 够 用 二 阶 句 子 表示 

这 个 句子 : 

VX[3yYz(Xz — 2 SY AIXZ 一 

3yvy (Vz(Xz = z VY) oy 

我 们 知道 任意 满足 这 个 二 阶 句 子 的 有 序 域 都 同 构 于 有 序 实数 域 . 


例 5 对 于 每 个 n>2, 我 们 都 有 一 个 一 阶 句 子 和 An 表示 “至 少 存在 n 个 对 和 象 . ”例如 ， 
Xs 是 


drdydz(T YATEZANY FZ). 
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集合 {Xa, Xs,…} 表明 它 的 结构 的 类 ECA 包含 无 限 结构 . 我 们 说 存在 一 个 二 阶 句子 与 其 等 
价 . 一 个 集合 是 无 限 的 ， 当 且 仅 当 在 这 个 集合 上 存在 一 个 序 ， 在 这 个 序 下 没有 最 后 一 个 元 
素 . 更 简单 地 说 , 一 个 集合 是 无 限 的 , 当 且 仅 当 在 这 个 集合 上 存在 一 个 不 目 反 的 传递 关系 R. 
这 个 条 件 可 以 写成 二 阶 句子 Aw: 


AXIVuvo vw (Ku 一 KV KU 人 Van KU A VuVKud). 
另 一 个 定义 无 限 结构 的 类 的 句子 (使 用 函数 变 元 ) 是 
AFIVzvy(Fz = Fy 一 2 = 加 入 3zVzFz #2), 


它 表 示 存 在 一 个 一 对 一 但 不 是 到 上 的 函数 . 
上 面 这 个 例子 说 明 紧 致 性 定理 在 二 阶 逻 辑 中 不 成 立 : 


定理 41A 存在 一 个 不 可 满足 的 二 阶 句 子 集 , 但 它 的 每 个 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 . 
证 明 定理 中 的 集合 可 以 由 上 面 例子 中 定义 过 的 公式 组 成 ， 


{ Xeco, Xz,Xa，……} 国 


洛 文海 - 斯 科 伦 定理 在 二 阶 逻 辑 中 同样 不 成 立 , 所 谓 等 号 的 语言 是 指 除 了 Y 之 外 不 含 
其 他 参量 的 语言 (含有 =). 这 个 语言 的 结构 可 以 简单 地 看 作 一 个 非 空 集合 . 特别 地 ， 从 等 价 
的 意义 讲 , 结构 是 由 它 的 基数 决定 的 . 因此 ， 从 逻辑 等 价 的 观点 看 ,这 个 语言 中 的 句子 是 由 
它 的 模型 的 基数 集合 ( 称 为 谱 ) 决定 的 . 


定理 41B 在 有 等 导 的 二 阶 语言 中 存在 一 个 句子 ， 它 在 一 个 集合 中 取 值 为 真 当 且 仅 当 
集合 的 基数 是 2%°. 

证 明 (利用 代数 和 分 析 中 的 概念 ) 首先 考虑 有 序 域 (一 阶 ) 公理 的 合 取 式 ， 再 把 它 与 表 
示 上 确 界 的 二 阶 句 子 合 取 ( 见 本 节 的 例 入. 这 个 句子 的 模型 正好 是 有 序 实数 域 的 同 构 ( 即 结 
构 同 构 于 有 序 实数 域 ). 现在 我 们 把 参量 0,1,+，…,< 看 成 适当 的 变 元 (个 体 变 元 , 函数 变 元 或 
谓词 变 元 ), 而 只 保留 等 号 , 得 到 的 句子 就 有 所 要 的 性 质 . 加 


除了 定理 中 的 基数 外 , 还 存在 其 他 的 基数 具有 这 种 二 阶 特性 . 参见 习题 2. 
定理 41C ” 恒 真 的 二 阶 句 子 的 哥 德 尔 数 集 在 mM 中 不 可 能 被 任意 的 二 阶 公式 定义 ， 


在 此 , 我 们 假设 哥 德 尔 数 已 经 通过 以 前 使 用 的 方法 分 配给 了 二 阶 公式 . 尽管 我 们 是 在 数 
论 的 二 阶 语言 中 展开 证 明 ， 但 是 这 个 定理 对 于 任意 至 少 含 有 一 个 二 元 谓词 符号 的 有 限 递归 
语言 都 成 立 . 

证 明 设 7T? 是 多 的 二 阶 理论 ,， 即 在 尔 中 真 的 二 阶 句子 集 . 使 用 证 明 塔 斯 基 定 理 时 所 
用 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 7? 在 RM 中 不 可 能 被 任意 的 二 阶 公式 定义 . 

现在 设 a 是 4z( 含 有 例子 2 中 的 二 阶 皮 亚 诺 归 纳 假设 ) 中 元 素 的 合 取 式 , 那么 a 的 任 
意 模型 同 构 于 只 ,参见 习题 1. 因此 , 对 干 任意 句子 o， 


oET2 提 (ea 一 0) 是 恒 真 的 . 
进而 , 恒 真 式 (的 哥 德 尔 数 ) 的 集合 是 不 能 定义 的 , 除非 #7? 能 定义 . 国 
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不 仅 如 此 ， 二 阶 恒 真 式 的 哥 德 尔 数 集 不 是 算术 的 ， 并 且 不 是 递归 可 枚 举 的 . 也 就 是 说 ， 
可 枚 举 定理 在 二 阶 逻 辑 中 也 不 成 立 ， (我 们 可 以 证 明 这 个 集合 在 三 阶 ,甚至 w 阶 的 数论 中 也 
不 能 定义 . 但 在 此 我 们 不 讨论 这 些 问 题 . ) 
如 果 比 较 二 阶 全 称 句子 和 对 应 的 一 阶 形式 , 我 们 会 发 现 一 些 有 趣 的 结果 . 比如 二 阶 皮 亚 
诺 归 纳 假设 
VX(XOANVY(XY— KSYy) — VYyXY) 


和 相应 的 一 阶 公式 集 , 也 就 是 所 有 的 句子 集 
po(0) Avy(p(Y) 一 92(Sg)) 一 vyp(Y), 


其 中 史 是 只 有 wi 为 自由 变 元 的 一 阶 公 式 . 如 果 & 是 皮 亚 诺 归 纳 假设 的 模型 ,那么 | 由 | 的 任 
意 子 集 如 果 包 含 08 并 且 在 S% 下 封闭 , 那么 这 个 子 集 实际 就 是 | 则 . 另 一 方面 , 如 果 & 是 相 
应 原子 公式 的 模型 , 那么 说 | 则 | 的 每 个 可 定义 子 集 , 只 要 包含 0& 并 且 在 S% 下 是 封闭 的 , 就 
是 | 极 有 可 能 存在 一 个 不 可 定义 的 子 集 , 使 得 这 不 成 立 . (例如 , 取 Th(N;0, 5) 的 任意 一 个 
含有 2 链 的 模型 多 ,那么 处 满足 上 面 的 一 阶 公 式 , 但 不 满足 二 阶 归纳 假设 . 标准 点 的 集合 
仅仅 在 多 中 不 可 定义 . ) 


习题 
1. 证 明 : 含有 Y, 0 和 S 的 语言 的 结构 如 果 满 足 句子 


VzSz 天 0 (S1) 
VzVy(Sz=Sy — 7=Y) (S2) 


和 皮 亚 诺 归纳 假设 
VX(XONVY(XY— XSY) 一 VYXY) 
那么 它 同 构 于 Ws = (N;0, 9). 
2. (a) 请 给 出 一 个 等 于 的 二 阶 语言 中 的 句子 ， 使 得 它 在 一 个 集合 中 取 值 为 真 当 且 仅 当 集合 的 基数 
是 Vo. | 
(b) 对 于 Ni 回答 (a) 中 同样 的 问题 . 
3. 设 w 是 公式 ,其 中 只 有 瑟 是 自由 出 现 的 n 元 谓词 变 元 . 称 | 久 | 上 的 nn 元 关系 在 义 中 由 wp 总 涵 
定义 , 当 且 仅 当 在 R 对 关 的 指派 下 , 能 够 满足 p, 而 在 其 他 关系 对 XX 的 指派 下 , 不能 满足 2. 证 
明 在 尔 中 为 真 的 一 阶 句 子 的 哥 德 尔 数 集 #Th M 可 以 在 名 中 由 一 个 公式 定义 , 这 个 公式 中 没有 约束 
的 谓词 变 元 和 函数 变 元 . 提示 : 写 出 真 句子 集 必 须 满足 的 条 件 . 

4. 考虑 含有 一 元 谓词 符号 1 和 5 以 及 二 元 谓词 符号 EB 的 语言 (包含 等 号 ). 请 找 一 个 二 阶 句 子 o 使 
得 (i) 如 果 4 是 满足 AnPA = g 的 集合 , 并 且 如 果 | = 4nP4, I? = 4, 5S* =PA, Ep?*={(a, 
byla Eb <C A}, 那么 凡是 o 的 模型 () o 的 每 个 模型 都 同 构 于 (i) 中 描述 的 某 一 类 . 注 : 概括 地 
说 , o 表示 “5S = PT” . , 


4.2 ”斯 科 伦 函 数 


对 于 任 一 给 定 的 一 阶 公式 ,我 们 要 证 明 如 何 找 出 一 种 方法 来 得 到 与 其 逻辑 等 价 的 前 束 
二 阶 公式 , 这 个 公式 具有 下 面 的 特殊 形式 : 
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存在 量词 全 称 个 体 最 


这 是 一 个 前 束 公式 , 这 个 公式 中 所 有 的 全 称 量词 都 是 个 体 量词 , 紧 接 其 后 的 是 存在 个 体 . 


量词 和 函数 量词 组 成 的 串 . 
一 个 最 简单 的 例子 是 
vrayp(z,y) Fd IFVzp(Y, Fr). 


“二 ”方向 是 显然 的 . 至 于 “上 ”方向 , 考虑 结构 多 和 满足 Yr3yyp(7z,y) 的 指派 函数 s. 我 们 知 
道 , 对 于 任意 的 a & | 则 , 至 少 存在 一 个 be | 对 ,使 得 


Fa 2(z, YW)[s(zla) (yb)]. 
因此 我 们 对 于 每 个 a 选取 一 个 这 样 的 b, 就 能 够 得 到 一 个 多 | 上 的 函数 f, 使 得 f(a) = 6b. (此 
处 用 到 了 选择 公理 . ) 那么 
Fa Vrp(z, Fz)[s(FIA)]. 
函数 f 称 作 公式 Yrz3yy 在 结构 义 中 的 斯 科 伦 (Skolem) 函 数 . 
这 种 方法 有 着 广泛 的 应 用 . 又 例如 , 假设 我 们 有 公式 


3%1YzZ13y2YZ2VZ33yaW%(y1 y2, Yy3). 


(我 们 列 出 了 自由 变 元 yi1,y2,ya, 但 中 可 能 还 有 其 他 的 自由 变 元 . ) 公式 的 左边 已 经 有 存在 
量词 3y1. 剩 下 的 就 是 
VT1Ay2VT2VT33Yyay (Yi, Y2, y3)- 


这 可 以 看 作 第 一 个 例子 的 特例 ( 令 p(x1,y2) = Vz2V733yay(y1,y2, yas)). 和 前 面 一 样 , 它 等 价 
于 
3 了 Fo2VYZ1VZa2VZ33yau (Yi, F2r1, y3). 


现在 最 左边 是 3y13F2, 那么 剩 下 的 是 
Vo1VT2Vr33yay (1, Far1, y3). 
根据 同样 的 理由 , 它 逻 辑 等 价 干 
3F3Vz1Yz2Vzay (1, Far1, Fyr1z273), 
其 中 西 是 三 元 函数 变 元 . 因此 最 初 的 公式 等 价 于 
3 AF23Fy Yr1 Yravray (y, For1, Fyr1r273). 
对 于 无 量词 w, 这 就 是 我 们 所 需要 的 形式 . 


斯 科 伦 范 式 定理 对 于 任意 一 阶 公 式 , 我 们 能 够 找到 一 个 与 其 逻辑 等 价 的 二 阶 公式 , 这 
个 二 阶 公 式 满足 ; 

(a) 第 一 个 字符 (有 可 能 是 空 的 ) 是 存在 个 体 基 词 或 存在 函数 量词 ， 紧 接着 

(b) (有 可 能 是 空 的 ) 全 称 个 体 基 词 ， 紧 接着 

(c) 一 个 无 基 词 公式 . 
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我 们 可 以 用 归纳 法 给 出 形式 化 的 证 明 , 但 前 面 这 个 例子 已 经 为 我 们 展示 了 一 般 的 方法 . 
已 知 全 称 (v1) 公式 是 量词 都 是 全 称 量词 的 一 阶 前 束 式 : Yzaiyzz …Yzka, 其 中 a 是 无 量 


” 词 的. 类 似 地 , 存在 (31) 公式 就 是 量词 都 是 存在 量词 的 一 阶 前 束 式 . 


推论 42A ”对 于 任意 一 阶 公式 2， 我 们 能 够 在 包含 洋 数 符号 的 扩展 语言 中 找到 一 个 全 
称 公式 0, 使 得 p 可 满足 当 且 仅 当 9 可 满足 . 


把 这 个 推论 用 到 wp 上 , 我 们 就 能 得 到 一 个 (含有 函数 符号 的 ) 存在 公式 , 这 个 存在 公式 
是 恒 真 的 当 且 仅 当 ” 是 恒 真 的 . 


证 明 我们 同样 用 例子 来 说 明证 明 的 过 程 . 设 y 是 下 面 的 公式 : 
Jy1Vr1 Iya Vrav tadyay (yi, ya, Y3). 
首先 , 将 wp 用 斯 科 伦 形式 的 逻辑 等 价 公 式 来 代替 
3y3F2IFy VV vray (yi, Far1, Farir273). 


那么 对 干 9 我 们 取 


Vr1VT2VT3Y (0, fr1 ,9T1 X273), 


其 中 c, f 和 9g 是 新 的 函数 符号 , 分 别 为 零 元 , 一 元 和 三 元 . 一 般 说 来 , 9 并 不 逻辑 等 价 于 y. 
但 我 们 的 确 有 9 F y( 在 扩展 语言 中 ). 并 且 % 的 任 一 模型 & 可 以 扩展 成 9 的 模型 (通过 正确 
地 定义 2,f*” 和 的). 这 样 6 和 就 是 “等 价 可 满足 的 ”. 国 


这 个 结果 把 检验 一 阶 公 式 的 可 满足 性 这 个 一 般 问题 简化 为 (含有 水 数 符号 的 ) 全 称 公式 
的 可 满足 性 这 个 特殊 情况 . 同样 地 , 它 把 恒 真 式 的 检验 问题 简化 成 41 的 情况 . 从 这 些 简化 
过 程 , 我 们 能 够 得 出 一 阶 逻 辑 的 不 可 判定 性 的 结果 : 


推论 42B 对 于 一 个 递归 可 数 语言 , 语言 中 含有 一 个 二 元 谓词 符号 , 并 且 对 于 每 个 > 
0, 都 有 无 限 多 个 元 函数 符号 . 

(a) 可 满足 的 全 称 句 子 的 哥 德 尔 数 集 不 是 递归 的 . 

(b) 恒 真 的 存在 句子 的 哥 德 尔 数 集 不 是 递归 的 . 

证 明 (b) 对 于 给 定 的 任意 句子 o, 将 推论 42A 用 到 -o 上 , 我 们 能 够 能 行 地 找到 一 个 
存在 句子 , 它 是 恒 真 的 当 且 仅 当 c 是 恒 真 的 . 因此 与 丘 奇 定理 相反 , 我 们 能 够 从 存在 恒 真 名 
子 的 判定 过 程 得 到 任意 恒 真 句子 的 判定 过 程 . 国 


在 这 些 结果 中 , 我 们 可 以 使 用 谓词 变 元 而 不 使 用 函数 变 元 , 但 必须 付出 很 高 的 代价 . 假设 
从 一 个 一 阶 公式 出 发 , 它 等 价 于 具有 斯 科 伦 范式 形式 的 公式 多 为 了 简便 , 我 们 设 y= 3Fy， 
其 中 yp 中 只 含有 个 体 量 词 ，F 是 一 元 函数 变 元 ,wp 可 以 这 样 选取 ,下 只 出 现在 具有 形式 
vw 三 Ft 的 方程 中 (项 t 和 都 不 包含 下 ), 这 可 以 通过 替换 得 到 , 例如 ,原子 公式 a(Ft) 可 
以 用 Yr(z = Ft 一 a(z)) 或 3z(x = Ft 人 a(zx)) 来 代替 . 
接 下 来 , 我 们 会 发 现 公式 
3F wu=Ft, 
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其 中 五 只 出 现在 上 面 提 到 的 方程 中 ,， 它 等 价 于 
3X(Vydz Kyz 人 _Xtu ). 


如 果 我 们 仔细 研究 这 个 问题 (在 此 我 们 不 这 样 做 ) 就 会 发 现 ,任意 一 个 一 阶 公 式 都 逻辑 
等 价 于 一 个 二 阶 公式 , 这 个 二 阶 公 式 由 下 面 儿 个 部 分 组 成 : 

(a) 存在 谓词 量词 ， 紧 接着 

(b) 全 称 个 体 量 词 ， 紧 接着 

(c) 存在 个 体 量词 ， 紧 接着 

(d) 无 量词 公式 . 

推论 42A 和 42B 都 有 对 应 的 类 似 情况 ， 见 习题 4. 与 推论 42A 类 似 的 情况 把 检验 一 阶 
公式 的 可 满足 性 问题 简化 为 va 公式 (含有 谓词 符号 ) 的 特殊 情况 , 检验 恒 真 式 的 问题 简化 为 
32 公式 的 情况 . 

我 们 可 以 把 推论 42B 类 似 的 情况 与 2.6 节 中 的 习题 10 相 比较 ,在 习题 10 中 已 经 证 明 
了 不 含 函数 符号 的 Y2 恒 真 式 集 是 可 判定 的 . 


Herbrand 扩展 


在 推论 42A 中 , 我 们 已 经 知道 了 如 何 找到 与 一 阶 公式 “等 价 可 满足 ” 的 全 称 公式 ， 并且 
一 阶 逻辑 的 可 满足 性 问题 可 以 归结 为 全 称 公 式 的 可 满足 性 问题 

现在 再 更 进一步 : 从 较 弱 的 意义 上 说 ,全 称 公式 的 可 满足 性 可 以 归结 于 命题 逻辑 的 可 
满足 性 . 


例 我 们 知道 vzayPzy 3yvxPzxy. 但 现在 假设 我 们 不 知道 这 一 点 , 而 我 们 想 知道 这 一 
逻辑 推论 是 否 成 立 . 也 就 是 等 价 于 要 判定 , 假设 Yrz3yPzxy 和 结论 的 否定 ” 3yYzPzxy 是 否 不 
可 同时 满足 . 

根据 斯 科 伦 范 式 定理 ， 我 们 用 某 些 逻 辑 等 价 句子 来 代替 这 些 句子 . 我 们 希望 能 够 知道 
3FYzPzxFz 和 3GYy~ PGyy 是 否 不 可 同时 满足 . 正如 推论 42A 一 样 , 用 等 价 可 满足 的 全 称 
句子 来 代替 这 些 句 子 , 我 们 想 知 道 集合 {VzPzfzx, vy Pgyy} 是 否 不 可 满足 (其 中 ff 和 9g 是 
新 的 函数 符号 ). 

但 这 个 全 称 句 子 的 集合 是 可 满足 的 , 并 且 从 这 个 集合 可 以 造 出 它 自 己 的 模型 . 下 面 就 看 
看 这 个 过 程 是 怎么 实现 的 . 我 们 用 Herbrand 域 H 作为 模型 的 论 域 ， 所 谓 Herbrand 域 是 指 
所 有 项 (在 含有 f 和 9 的 语言 中 ) 的 集合 . 这 样 , 对 于 每 个 变 元 u, H 包含 项 


u, fu, gu, ffu, f qu, 


令 人 是 全 称 句子 的 实例 组 成 的 集合 , 也 就 是 去 掉 全 称 句子 中 的 全 称 量词 , 将 全 称 量词 
变 元 换 成 Herbrand 域 中 的 任意 一 个 项 . 这 样 , 对 于 每 个 变 元 ,人 包含 无 量词 公式 


Pufu, Pgufgu,:::,— Pguu,— Pgfufu,.:: 


现在 , 我 们 从 命题 逻辑 的 观点 来 考虑 A. 命题 符号 是 原子 公式 , 如 Pgfufu 是 原子 公式 , 并 
且 这 个 例子 中 的 人 在 命题 逻辑 中 是 可 满足 的 . 也 就 是 存在 一 个 命题 符号 上 的 真 值 指派 v 使 
得 对 于 人 中 的 每 个 a, 都 有 5(a) = T. 下 面 就 是 这 样 的 一 个 v1 
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过 且 > 如 果 五 比 妇 短 


最 后 , 运用 这 个 真 值 指派 v( 在 命题 逻辑 中 ) 得 到 的 结构 5( 一 阶 逻 辑 中 的 ) 就 是 全 称 句子 
的 模型 . 其 中 论 域 是 Herbrand 域 : |9| = 互 . (有 一 个 模仿 2.5 节 中 完全 性 定理 的 证 明 . ) 函 数 
符号 都 可 以 用 自身 来 解释 : f”(t) 是 ft, g”(t) 是 gt. v 用 来 解释 谓词 符号 P: 


(t1,t2) € P® > vy(Ptit2) =T 


这 个 结构 就 开始 起 作用 了 . 首先 , Fs zPzxfzx， 这 是 因为 对 于 Herbrand 域 中 的 每 个 项 
t,(t, ft) Ee P5. 其 次 , Fs Vy Pgyy, 这 是 因为 对 于 Herbrand 域 中 的 每 个 项 t, (gt,t) 4 P5. 

因此 , 得 出 的 结论 是 , 假设 Vz3yPzy 和 结论 的 否定 ~ 3yYzPzy 实际 上 是 可 满足 的 ， 所 
以 vr3yPry ¥K dyvr Pry. 

我 们 能 从 这 个 例子 得 到 什么 ? 为 了 简便 ,我 们 假设 语言 中 不 含 等 号 , 如 果 我 们 想 知道 对 
于 集合 了 是 否 有 T F yp, 其 中 p 是 一 阶 逻辑 中 的 公式 . 这 就 等 价 于 判断 集合 Ti "wp 是 否 是 不 
可 满足 的 . 

我 们 把 这 里 的 每 个 公式 都 用 与 其 逻辑 等 价 的 斯 科 伦 范式 代替 . 就 像 推 论 42A 中 的 结论 
一 样 ， 我 们 能 够 得 到 一 个 等 价 可 满足 的 全 称 公式 集 更 . (在 使 用 斯 科 伦 范式 时 , 用 不 同 的 斯 
科 伦 函 数 符号 来 表示 每 一 个 公式 , 因此 , 公式 之 间 就 不 会 有 冲突 了 . ) 进而 有 : 

FFop 兮 更 是 不 可 满足 的 . 
下 是 全 称 公式 的 集合 . 

令 旦 是 Herbrand 域 , 即 在 亚 的 语言 中 所 有 的 项 的 集合 , A 是 更 中 全 称 公 式 的 实例 集 
合 . ( 即 , 去 掉 全 称 句子 中 的 全 称 量 词 , 将 全 称 量词 变 元 代 换 成 Herbrand 域 中 的 任意 一 个 项 
后 得 到 的 公式 ) 那么 A 只 包含 无 量词 公式 . 我 们 从 命题 逻辑 的 角度 来 考虑 人 ,其 中 命题 符号 
是 原子 公式 ， 

情形 I， 人 在 命题 逻辑 中 不 可 满足 .在 这 种 情况 下 ,我们 断定 更 是 不 可 满足 的 并 且 在 
一 阶 逻辑 中 F ,这 是 因为 全 称 公 式 逻 辑 蕴 涵 它 的 所 有 实例 . 因此 对 于 A 中 的 每 一 公式 
5, 下 FF 5( 在 一 阶 逻辑 中 ). 更 的 任意 模型 一 定 是 人 的 模型 . 但 是 从 A 的 模型 % 中 我 们 能 够 
得 到 在 命题 逻辑 中 满足 A 的 真 值 指派 v. (大 家 可 以 回忆 一 下 2.4 节 中 的 习题 3, 一 阶 逻辑 和 
命题 逻辑 之 间 有 趣 的 相互 影响 , ) 

情形 II: 人 在 命题 逻辑 中 是 可 满足 的 ,那么 就 有 符合 条 件 的 真 值 指派 v. 我 们 可 以 利用 
v 来 构造 结构 5 使 得 更 是 可 满足 的 并 且 工 关 wp, 这 是 由 于 与 中 有 反例 . 

正如 例子 中 所 示 , 论 域 15| 是 Herbrand 域 互 ， 即 在 更 的 语言 中 所 有 项 的 集合 . 函数 符 
号 也 用 其 自身 来 解释 : f5(1,… ,tn) = ft1…t. 我 们 用 真 值 指派 v 来 解释 谓词 符号 P: 


(本 ,tn) E PS 会 V 人 (PP 二) 一 下 


那么 我 们 断言 , 于 中 的 每 个 公式 都 在 5 中 被 满足 ， 只 要 将 公式 中 的 变 元 x 由 恒 等 函 数 
s(z) = 7 解释 . 首先 , 对 于 五 中 的 任意 一 个 项 t, 有 5 的 = 忆 这 和 2.5 节 中 完全 性 定理 证 明 
的 第 4 步 相同 . 其 次 , 对 于 所 有 的 原子 公式 Pb 加， 


Fs Pti:iitnls] SS (ti, tn) E PS Sv(Pti:itn)=T 
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再 由 2.4 节 的 习题 3, 我们 可 得 人 A 中 的 任意 公式 5 在 为 中 由 s 满足 (因为 526) = 了)， 
现在 我 们 考虑 更 中 的 任意 公式 , 它 是 全 称 公 式 , 为 了 简化 此 符号 , 设 它 为 vv1Yv20(v1,v2,V3)， 
其 中 9 是 无 量词 公式 . 我 们 必须 验证 对 于 互 中 的 任意 项 万 和 tc。 有 Fs bftitz,tbal. 这 等 价 于 
(根据 替换 引 理 ) 说 公式 b(#a, 刀 ,vs) 在 性 中 由 s 满足 . 但 这 个 公式 是 Yo1Yv20(v1,v2,v3) 的 实 
例 , 因此 9(#t1,t2,v3) 在 A 中 . 正如 上 面 提 到 的 , 我 们 的 目的 是 为 了 证 明 A 中 的 每 个 公式 都 
在 与 中 由 s 满足 , 这 就 是 我 们 所 要 的 . 
下 面 的 定理 总 结 了 我 们 的 结果 . 为 了 简便 , 结果 只 涉及 句子 . 


Herbrand 定理 在 不 含 等 号 的 一 阶 语言 中 , 我 们 考虑 命题 集 T : yp. A 如 上 所 述 . 那么 
要 么 (情形 DA 在 命题 逻辑 中 不 可 满足 并 且 TF yp, 要么 (情形 ID) 人 在 命题 逻辑 中 可 满足 并 
且 上 面 所 构造 的 结构 5 是 工 的 一 个 模型 , ” 在 这 个 模型 中 是 假 的 . 

(Herbrand 在 1930 的 论文 中 提出 了 这 个 工作 , 不 久之 后 , 他 就 在 登山 事故 中 去 世 了 . 他 
对 定理 的 叙述 与 上 面 这 个 定理 完全 不 同 , 但 上 面 这 个 定理 的 思想 来 源 于 Herbrand 和 斯 科 伦 
在 1928 年 的 著作 . ) 

在 情形 I 中 , 根据 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 , 人 的 某 个 有 限 子 集 是 不 可 满足 的 . 通过 这 个 
事实 , 我 们 可 以 不 用 2.5 节 或 2.4 节 中 的 演绎 算法 就 能 证 明 一 阶 逻 辑 中 的 紧 致 性 定理 . 

不 仅 如 此 ， 可 枚 举 性 定理 的 证 明 也 可 以 从 Herbrand 方法 中 得 到 ， 而 不 用 依靠 2.4 节 和 
2.5 节 的 结果 . 现在 取 工 夭 G 的 特殊 情况 , 如 果 ” 是 恒 真 的 , 那么 随 着 A 中 元 素 的 增加 , 我 
们 会 得 到 一 个 不 可 满足 的 集合 ， 这 个 集合 的 不 可 满足 性 可 以 通过 真 值 表 证 明 . 如 果 y 不 是 
恒 真 的 , 那么 随 着 A 中 元 素 的 增加 , 我 们 会 得 到 一 个 结构 , 在 这 个 结构 中 y 不 成 立 , 并 且 结 
构 是 无 限 的 ,构造 过 程 永 远 不 会 停止， 


习题 8 
. 证 明 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 的 推广 形式 : 设 钨 是 可 数 语言 的 结构 , 9 是 中 | 的 可 数 子 集 . 那么 存在 久 的 
可 数 子 结构 %, 满足 SC 1%| 并 且 对 于 将 变 元 映射 到 | 包 | 中 的 任意 函数 。 和 任意 (一 阶 ) 公式 p,， 有 


Fa w[s] 当 且 仅 当 ”Fa ylsl. 


提示 ; 为 所 有 的 公式 选择 斯 科 伦 函 数 , 取 5 在 函数 下 的 闭 集 . 说 明 , 具有 这 个 性 质 的 子 结构 和 称 为 初 
等 子 结构 . 注意 这 个 性 质 能 推出 外 = 旬 ( 取 y 为 句子 ). 一 方面 , 这 个 推广 形式 给 出 了 比 2.6 节 中 的 
结果 更 强 的 结论 . 我 们 不 仅 得 到 了 Th 饼 的 某 个 可 数 模型 ， 还 得 到 了 可 数 的 子 模型 . 另 一 方面 , 证 
明 过 程 使 用 了 选择 公理 . 
把 上 一 题 的 结论 推广 到 不 可 数 的 情形 . 假设 入 是 基数 为 的 语言 的 结构 , 5S 是 | 则 | 的 子 集 , 基数 为 «. 
证 明 存 在 义 的 初等 子 结构 各， 它 的 基数 至 多 为 < 十 入 且 5 S 1%l. 
. 证 明 推 论 42B 可 以 优化 为 以 下 情形 : 

(a) 对 于 任意 31 句子 o, 我 们 能 够 能 行 地 判定 o 是 否 是 可 满足 的 . 

(b) 对 于 任意 Vi 句子 o, 我 们 能 够 能 行 地 判定 o 是 否 是 忆 真 的 . 
4. (a) 写 出 本 节 末 尾 的 两 个 推论 (与 42A 和 42B 类 似 ). 

(b) 给 出 证 明 . 

5. 还 是 Herbrand 扩展 中 的 例子 , 但 对 反面 : 3yYVzPzy F Vz3yPzy. 证 明 在 这 种 情况 下 , 集合 A 在 命题 

逻辑 中 是 不 可 满足 的 . 
. 利用 Herbrand 扩展 的 方法 证 明 : F 3z(Pz 一 VzPz). 
. 修改 Herbrand 扩展 的 构造 方法 , 使 其 成 为 包含 等 号 的 语言 . 提示 : 加 上 2.5 节 中 证 明 完 全 性 定理 


jk 


S 


CD 


oe 
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294 的 第 5 步 , 增加 足够 的 存在 句子 以 保证 {(ta,ta)lu 伯 = t2) = T} 是 同 余 关系 . 
4.3 ”多 类 逻辑 


现在 我 们 回 到 一 阶 语言 , 但 变 元 有 许多 类 , 包括 不 同 的 论 域 . (在 下 一 节 中 , 一 类 变 元 用 
来 表示 论 域 中 的 元 素 ， 另 一 类 表示 论 域 的 子 集 ， 还 有 一 类 表示 二 元 关系 , 等 等 . ) 
在 非 正 式 的 数学 中 ,有 时 会 有 这 样 的 表述 “我 们 用 希腊 字母 表示 序数 , 大 写字 母 表示 整 
数 集合 ，…… ”为 此 ,我 们 有 效 地 使 用 多 类 变 元 , 每 一 类 都 有 自己 的 论 域 . 现在 要 仔细 地 检 
查 这 种 情况 ,结果 正如 我 们 所 期 待 的 那样 ， 所 有 结论 和 通常 的 一 类 情形 相似 , 因此 大 部 分 证 
明 都 省 略 了 . 
假设 有 非 空 集合 1, 它 的 元 素 称 为 类 以 及 符号 如 下 定义 : 
A. 运 辑 符号 
0. 括号 :(,). 
1. 命题 联结 符号 : 一 ,一 . 
2. 变 元 : 对 于 每 个 类 i, 存在 这 个 类 的 变 元 好 , 克 ，…: 
3. 等 于 号 : 对 于 某 些 ie 7, 存在 符号 =;, 表示 类 (i,i) 的 谓词 符号 . 
B. 参量 
0. 其 词 符号 : 对 于 每 个 类 i, 存在 一 个 全 称 量词 符号 Yi， 
1. 谓词 符号 : 对 干 每 个 n> 0 和 类 的 任意 nn 元 组 (il,… ,in), 存在 元 谓词 符号 的 
集合 (有 可 能 是 空 的 ), 我 们 把 这 些 谓词 符号 称 为 类 (il,… ,in) 的 谓词 符号 . 
2. 常量 符号 : 对 于 每 个 类 i, 存在 着 常量 符号 的 集合 (有 可 能 是 空 的 ), 我 们 把 这 些 常 
量 符号 称 为 类 i 的 谓词 符号 . 
3. 函数 符号 : 对 于 每 个 n>0 和 类 的 n+1 元 组 ( 设 ,…,in,int1), 存在 nn 元 函数 符号 的 
集合 (有 可 能 是 空 的 ), 我 们 把 这 些 函 数 符号 称 为 类 ( 订 ,… ,in,in+1) 的 函数 符号 . 
和 往常 一 样 , 我 们 必须 假设 这 些 符号 的 范畴 是 不 交 的 , 并 且 任 意 一 个 符号 都 不 是 其 
他 符号 的 有 限 部 分 . 
295 每 个 项 也 会 被 指派 到 唯一 的 一 个 类 中 . 对 于 所 有 的 i, 我 们 递归 地 定义 类 i 中 的 项 集 : 
(1) 类 i 中 的 任意 变 元 或 常量 符号 是 类 i 的 项 . 
(2) 如 果 石 ,…: ,tn 分 别 是 类 订 ,… ,in 的 项 , f 是 类 (说 … ,in,in+1) 的 函数 符号 ,那么 
ji tn 是 类 inti 的 项 . 
这 个 定义 可 以 推广 到 更 普遍 的 形式 . 由 类 i 中 的 项 t 构成 的 序 对 (t,i) 的 集合 是 由 基础 
集 通过 运算 生成 的 . 这 个 基础 集 是 


{(v5,)In >> 1 &&i ET}U{(c,i)c 是 类 i 的 常量 符 导 }. 
生成 过 程 是 这 样 的 , 对 于 类 (,… ,in,in+t1) 的 函数 符号 f， 由 序 对 (t1, 谎 ),… , (tn,in) 生成 
序 对 (fti……tn, int1). 

原子 公式 是 符号 序列 Pti …: 如 , 序列 中 分 别 包含 类 (位 …… ,in) 的 谓词 符号 和 类 订 ,… ,in 


的 项 加 ，… ,t2. 非 原 子 公式 就 是 用 联结 符号 ~” ,一 和 量词 iu 形成 的 . 
多 类 结构 & 可 以 看 作 参 量 集 上 的 通 数 ， 它 给 每 个 参量 指派 一 个 正确 的 对 象 类 型 ， 
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(1) 对 于 量词 符号 Y;, 和 指派 一 个 非 空 集合 | 凤 |;， 称 为 类 i 的 久 论 域 . 
(2) 对 于 类 (人 ,in) 的 每 个 谓词 P, 4 指派 一 个 关系 


PY C |ali x x | 到 


(3) 对 于 类 i 的 每 个 常量 符号 c, 指派 内 | 中 的 一 个 点 c 
(4) 对 于 类 ( 订 ,… ,in,in+1) 中 的 每 个 函数 符号 f, & 指派 一 个 函数 


f° : |i x x (i, = i. 


真 值 和 满足 的 定义 也 是 显然 的 , Vi 的 意思 是 “对 于 类 i 的 论 域 | 凡 |; 中 的 所 有 元 素 . ” 
在 多 类 结构 中 , 各 种 类 的 论 域 可 以 相交 也 可 以 不 相交 . 但 由 于 类 之 间 没 有 等 于 符号 , 因 
此 我 们 把 相交 看 作 特殊 的 情况 . 特别 地 ， 总 存在 与 之 初等 等 价 的 结构 , 而 此 结构 的 论 域 是 不 
交 的 ， 
归 约 到 一 类 逻辑 


多 类 语言 在 有 些 情形 下 使 用 比较 方便 , 但 使 用 它 和 不 使 用 它 所 得 到 的 结果 没有 本 质 的 
不 同 . 这 一 节 我 们 就 将 详细 地 讨论 这 个 问题 . 

我 们 考虑 一 个 一 类 语言 , 这 个 语言 中 含有 多 类 语言 中 所 有 的 谓词 , 常量 和 函数 符号 . 另 
外 ,对 于 了 中 的 每 个 i, 它 还 含有 一 个 一 元 谓词 符号 Qi. 按照 句法 翻译 , 我 们 能 把 每 个 多 类 
公式 9 译 成 对 应 的 一 类 公式 p*. 在 翻译 的 过 程 中 , 所 有 的 等 号 都 用 = 代替 ,其 他 的 改变 发 
生 在 基 词 (量词 符号 和 量词 变 元 ) 上 : 我 们 用 


Vi 
替代 
Vu(Qiv — _v_) 

其 中 变 元 v 和 其 他 变 元 不 相同 . 这 样 ,类 i 的 量词 就 对 应 于 Qi. (自由 变 元 不 变 . ) 

现在 考虑 语义 方面 的 问题 . 我 们 同样 能 把 多 类 结构 转变 为 上 述 一 类 语言 的 结构 2*. 
论 域 |&*| 是 Uicr 到 ji， % 的 所 有 论 域 的 并 . Qi 对 应 于 集合 |li. 24* 中 的 谓词 和 常量 的 解释 
和 义 中 相同 . 对 于 函数 符号 f, 函数 f* 是 2 的 任意 扩充 . (当然 , 最 后 一 个 句子 并 不 能 完 
全 确定 f2 . 我 们 针对 4* 给 出 的 结果 对 于 用 上 述 方法 得 到 的 所 有 结构 都 是 成 立 的 . ) 


引 理 43A 多 类 句子 o 在 多 中 的 取 值 为 真 ， 当 且 仅 当 or* 在 * 中 的 取 值 为 真 . 
为 了 证 明 这 个 引 理 , 我 们 必须 给 出 一 个 有 关公 式 的 断言 : 


Fa pls] >Fa op*[s] 


其 中 s(w) € | 岂 i. 这 个 断言 将 在 后 面 用 归纳 法 证 明 . 

现在 考虑 另 一 个 方向 . 一 类 结构 并 不 总 能 转化 成 多 类 结构 ， 因 此 必须 加 入 一 些 条 件 . 设 
更 是 包含 下 列 一 类 句子 的 集合 : 

(1) 3zQiv, 对 于 了 中 的 每 个 i 成 立 . 

(2) Vu1Von(Qid1 一 一 Qinvn 一 Qinfv1… Vn), 对 于 类 (全 ,in,in+41) 的 每 个 消 
数 符号 f 成 立 . 我 们 把 n= 0 的 情况 也 包含 进去 , 当 n = 0 时 上 述 情况 就 变 成 Qic, 对 于 类 
i 的 每 个 常量 c 成 立 . 
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请 注意 , 上 面 的 gr* 是 更 的 一 类 模型 . @ 的 一 类 模型 3 确实 能 够 转化 成 多 类 模型 8t. 转 
化 过 程 可 以 自然 地 进行 : 

| 区 由 = QF; 

P8 = pS Nn (Q% x.…xQ2), 其 中 己 是 类 (i……，,in) 的 谓词 符号 
=jfan(@2x…xQqsxQ2 ) 即 /在 Q2x…xQ@2 上 的 限制 ， 

其 中 f 是 类 (il,… ,iintl) 的 函数 符号 . 


引 理 43B ”如果 外 是 更 的 模型 , 那么 Bt 是 多 类 结构 , 并 且 多 类 句子 o 在 %t 中 的 取 
值 为 真 当 且 仅 当 o* 在 8 中 的 取 值 为 真 . 

证 明 类 似 于 引 理 43A 的 证 明 . 

请 注意 , 好 上 一 般 情况 下 不 等 于 好 . (例如 , |%| 可 以 包含 不 属于 任意 QB8 的 点 . ) 另 一 方 
面 , 2 却 等 于 . 


定理 43C 在 多 类 语言 中 , 2F vc 当 且 仅 当 从 在 一 类 语言 中 , 3* UF o*. 

证 明 (=>) 假设 2Fc 并 且 设 站 是 玉 UE( 其 中 2 = {o*jo e 习 ) 的 一 类 模型 . 那么 根 
据 引 理 43B, %! 是 区 的 模型 , 因此 %8! 是 o 的 模型 . 所 以 再 根据 引 理 43B, % 是 o* 的 模型 

(所) 类 似 地 , 使 用 引 理 43A. 站 

使 用 定理 43C, 我 们 可 以 把 一 类 语言 中 的 结果 推广 成 下 面 的 三 个 定理 . 


紧 致 性 定理 ”如 果 多 类 句子 集 的 每 个 有 限 子 集 都 有 模型 , 那么 2 有 模型 . 
证 明 假设 2 的 每 个 有 限 子 集 2o 都 有 一 个 多 类 模型 ao, 那么 2* 的 有 限 子 集 2 有 模 
型 嘴 . 因此 由 一 类 语言 的 紧 致 性 定理 , >* 有 模型 凶 , 那么 好 ! 是 2 的 一 个 模型 . 国 


可 枚 举 性 定理 ”在 可 数 递归 的 多 类 语言 中 , 恒 真 式 的 哥 德 尔 数 集 是 递归 可 枚 举 的 . 
证 明 对 于 一 个 多 类 公式 o, 根据 定理 43C 有 
Fa if BFo*. 


由 于 更 是 递归 的 , 所 以 Cn 更 是 递归 可 枚 举 的 . 并 且 o* 递归 依赖 于 o, 因此 运用 3.5 节 中 的 
习题 7(b) 可 以 得 到 这 个 定理 . 图 
洛 文海 一 斯 科 伦 定理 ”对 于 可 数 语言 中 的 任意 多 类 结构 ， 都 存在 着 与 之 初等 等 价 的 可 
数 结构 . 
证 明 设 给 定 的 结构 为 多, 则 对 是 (Th 0* U 鲁 的 一 类 模型 . 根据 通常 的 洛 文海 - 斯 
科 伦 定理 , (Th 名 )* UB@ 有 可 数 模型 多. Bt 是 Th 的 模型 , 因此 初等 等 价 于 义 . 国 


4.4 广义 结构 


现在 我 们 回 到 在 4.1 节 中 开始 讨论 的 二 阶 逻 辑 , 我 们 讨论 了 二 阶 逻辑 中 的 (a) 语法 ， 即 
二 阶 语言 中 的 合式 公式 , 和 (b) 语义 , 即 结构 (和 一 阶 语言 中 的 一 样 ) 的 概念 , 满足 和 真 值 的 
定义 。 
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在 本 节 中 , 我 们 要 在 (a) 不 变 的 情况 下 , 给 出 (b) 的 另 一 种 形式 . 简要 地 说 : 我 们 现在 
把 (原来 认为 的 二 阶 ) 语言 看 作 多 类 的 初等 ( 即 一 阶 ) 语言 . 这 样 做 是 为 了 不 仅 对 个 体 变 元 的 
论 域 给 出 解释 , 而 且 对 谓词 和 函数 变 元 的 论 域 也 给 出 解释 . 在 本 节 林 属 大 家 将 看 到 , 这 种 方 
法 特别 适用 于 数论 . 
4.4.1 多 类 语言 

就 算 不 考虑 我 们 的 最 终 目标 : 4.1 节 中 的 语法 ,研究 由 4.1 节 中 的 二 阶 语言 构造 的 (一 
阶 ) 多 类 语言 也 是 很 有 用 的 . 我 们 取 No 个 类 : 一 个 个 体 变 元 类 ( 变 元 为 01,v2,… ); 对 于 每 个 
n > 0, n 元 谓词 类 ( 变 元 为 X?, X3,…); 对 于 每 个 n > 0, n 元 函数 类 ( 变 元 为 FY', F3,…). 
等 号 (=) 仅 在 个 体 变 元 类 的 项 之 间 使 用 , 我 们 在 二 阶 语言 中 设 定 的 谓词 和 函数 参量 仍然 是 
多 类 语言 中 的 参量 ， 也 将 成 为 个 体 变 元 类 的 项 . (对 于 一 个 函数 参量 f{，f 是 个 体 变 元 类 的 
项 . 谓词 或 函数 类 的 项 仅仅 是 这 些 类 的 变 元 . ) 

另外 , 我 们 现在 开始 使 用 两 类 新 的 参量 . 对 于 每 个 n > 0, 存在 一 个 属于 谓词 参量 sn， 
可 以 把 它 看 作 m” 元 谓词 类 的 一 个 项 ( 即 , 一 个 变 元 瑟 %) 和 个 体 变 元 类 的 n 个 项 . 所 以 , 例如 


E33 VivVg 
是 合式 公式 . 它 的 解释 是 ，(v2,v1, vs) 表示 的 三 元 组 在 XX? 表示 的 关系 中 . 这 和 二 阶 公 式 
vv vg, 


的 解释 正好 相同 . 实际 上 , 大 家 可 以 把 这 两 个 公式 等 同 起 来 . 
对 于 每 个 n > 0, 还 存在 着 赋值 函数 参量 En,，En 可 以 看 作 nn 元 函数 类 中 的 项 ( 即 , 变 
元 Fr) 和 个 体 变 元 类 的 n 个 项 . 表达 式 
En Fti: tn, 


就 是 个 体 变 元 类 的 项 . 同样 , 大 家 可 以 把 项 EnF"ti…tn 和 前 面 的 F"t1…tn 等 同 起 来 . 
这 样 看 来 ,存在 一 个 互 译 4.1 节 的 二 阶 语言 和 现在 多 类 语言 的 自然 方法 . 有 时 候 , 我 们 
坚持 使 用 en 和 En， 有 时 候 又 可 以 不 用 它们 . 我 们 使 用 这 些 符号 的 目的 是 为 了 符合 4.3 节 中 
语言 的 要 求 . 
多 类 结构 的 每 个 类 都 有 论 域 ， 并 且 (和 上 一 节 一 样 ) 给 各 类 参量 指派 了 合适 的 对 象 . 首 
先 , 我 们 要 不 失 一 般 性 地 证 明 , 可 以 用 真正 的 属于 关系 来 解释 e%, 也 可 以 用 真正 的 赋值 来 解 
释 EE,. 


定理 44A 设 义 是 上 述 多 类 语言 的 结构 , 并 量 满 足 外 的 不 同 论 域 是 不 交 的 。 那么 存在 
一 个 把 闵 映射 到 区 上 的 同 态 h, 使 得 
(a) h 在 个 体 论 域 上 是 一 对 一 的 , 实际 上 是 恒 等 的 . (从 这 可 以 得 到 ,对 于 每 个 公式 % 


Fa pls] 证 Fo plho s]) 


(b) 外 的 ”元 谓词 论 域 由 个 体 论 域 上 的 ”元 关系 组 成 ,并且 (R,al,… ,an) 在 sn 中 当 
且 仅 当 (a1,… ,an) € RR. 
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(c) 外 的 呈 元 函数 论 域 由 个 体 论 域 上 的 ?元 函数 组 成 , 并 且 ES (f,a1,… ,an) = al … ,an). 
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证 明 由 于 义 的 各 类 论 域 是 不 相交 的 ， 所 以 我 们 可 以 依次 在 各 个 类 论 域 上 定义 h， 在 
个 体 论 域 % 上 , h 是 恒 等 映射 . 在 n 元 谓词 类 的 论 域 上 ， 
h(Q) = {(a1,… ,an)| 每 个 u 都 在 U 中 并 且 (@, a1,… ,an) 在 久 中 }. 
这 样 ， 
(a yan) Eh(Q) 证 (9@oa an) 在 sn 中 . (1) 


类 似 地 , 在 双 元 函数 类 的 论 域 上 ， 
h(g) 是 I 上 的 元 函数 , 它 在 (a1,… ,an) 上 的 值 为 EX(g,ai,:… ,an). 
这 样 ， 
h(g)(a1,.… ,an) = EY (g, a1,.: , Qn). (2) 


对 于 s*, 我 们 取 简单 的 属于 关系 ， 


(R,al… ,an) 在 a 中 证 (gq1,:…,an)€ER. (3) 
对 于 E%, 我 们 取 赋 值 函 数 ， 
ES (fa ,an) = (al ,an). (4) 


站 的 其 他 参量 (从 二 阶 语言 中 继承 的 ) 和 处 相同 ， 

显然 , h 是 多 到 加 上 的 同 态 . 从 (1) 和 (3) 可 以 看 出 h 保持 了 san， 其 中 在 (3) 中 取 
R= h(Q@). 类 似 地 ,从 (2) 和 (4) 可 以 得 到 保持 了 En， 

最 后 , 我 们 要 验证 (a) 中 的 附加 说 明 . 我 们 知道 只 有 个 体 变 元 类 中 有 等 号 , h 在 其 上 是 
一 对 一 的 . 利用 这 个 事实 ， 多 类 语言 也 有 2.2 节 中 同 态 定理 的 对 应 结果 . 因此 我 们 就 能 得 到 
附加 说 明 ， LJ 


根据 上 面 的 定理 , 我 们 可 以 把 注意 力 集中 到 结构 多 上 ,其 中 的 en 和 忆 被 定理 的 (b) 
和 (c) 确定 . 但 由 于 ew 和 Ew 是 由 外 的 剩余 部 分 决定 的 ， 所 以 我 们 实际 上 并 不 需要 它们 . 
当 把 它们 去 掉 时 , 就 得 到 了 二 阶 语法 的 广义 预备 结构 . 
4.4.2 ”二 阶 语言 的 广义 结构 

这 些 结构 给 出 了 本 节 开 始 时 提 到 的 另 一 种 语义 ， 

定义 二 阶 语言 的 广义 预备 结构 久 包括 一 个 (原始 意义 上 的 ) 结构 和 下 列 附加 集合 ， 

(a) 对 于 每 个 > 0, 叶 元 关系 论 域 是 | 则 | 上 的 ”元 关系 的 集合 . 

(b) 对 于 每 个 n> 0, 叶 元 函数 论 域 是 从 |&" 到 以 | 内 的 函数 集合 . 

另外 , 如果 所 有 概括 句子 在 & 中 的 取 值 都 为 真 , 则 称 多 为 广义 结构 . 


我 们 解释 一 下 定义 中 的 最 后 一 句 话 . 首先 概括 句子 是 指 对 概括 公式 进行 概 化 所 得 到 的 
句子 ( 见 4.1 节 中 的 例 3. ). 因此 它 可 以 是 


3X Yo Yon (KV Un Op)) 
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其 中 X" 不 在 wp 中 自由 出 现 , 或 


Vo Von dVn ty 一 


I3FWYv Vont1( FV Vn = Unt1 © YW), 


其 中 F" 不 在 少 中 自由 出 现 . (这 里 的 yp 入 可 以 含有 个 体 变 元 , 谓词 变 元 和 函数 变 元 . ) 

其 次 我 们 要 说 明 概括 句子 在 处 中 的 取 值 都 为 真 的 含义 . 假设 六 是 一 个 广义 预备 结构 ， 
那么 句子 o 在 中 中 的 取 值 为 真 , 当 且 仅 当 o 译 成 的 多 类 句子 (添加 en 和 En) 在 处 中 的 取 
值 为 真 , e" 用 属于 关系 来 解释 ，E,, 用 赋值 关系 来 解释 。 

更 一 般 地 , 令 yp 为 二 阶 公 式 , s 为 一 个 函数 , 它 给 每 个 个 体 变 元 指派 | 由 | 中 的 一 个 元 素 ， 
给 每 个 谓词 变 元 指派 风 的 论 域 中 的 关系 , 给 每 个 函数 变 元 指派 一 个 多 的 论 域 中 的 函数 , 我 
们 称 中 由 s 满足 p( 记 作 F& pls]), 当 且 仅 当 wv 的 多 类 形式 在 结构 处 中 由 s 满足 ,其 中 sn 用 
属于 关系 来 解释 ， En 用 赋值 关系 来 解释 . 

下 面 的 句子 本 质 上 是 从 满足 这 个 概念 中 得 到 的 ， 可 以 把 它们 和 214 页 的 5 和 6 进行 比 
较 . 


FE YX"yls|] ” 提 ” 对 于 多 的 nn 元 关系 论 域 中 的 任意 一 个 RB， F8 p[s(X"|R)]. 
FYVF"yls] 刘 ”对 于 义 的 nn 元 函数 论 域 中 的 任意 一 个 f， F8 pls(F"|f)]. 


这 就 是 本 节 开 头 提 到 的 另 一 种 方法 . 它 本 质 上 是 把 二 阶 语言 看 作 一 阶 多 类 语言 . 由 于 这 
种 方法 本 质 上 是 一 阶 的 ,因此 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 、 紧 致 性 定理 和 可 枚 举 性 定理 者 成立. 


洛 文海 一 斯 科 伦 定理 ”如果 可 数 二 阶 语言 中 的 句子 集 2 有 广义 模型 ,那么 它 有 可 数 广 
义 模 型 ， 


这 里 的 可 数 广义 模型 是 指 模型 的 每 个 论 域 都 是 可 数 的 (或 者 等 价 地 ,所 有 论 域 的 并 是 可 
数 的 ). 

证 明 令 工 是 概括 句子 的 集合 , 那么 当 把 2UT 看 作 多 类 句子 的 集合 时 , 根据 前 一 节 的 
洛 文海 - 斯 科 伦 定理 , 它 有 可 数 的 多 类 模型 . 再 根据 定理 44A, 这 个 模型 的 同 态 像 就 是 满足 
2UT 的 广义 预备 结构 ,因此 是 允 的 广义 模型 . 贺 


紧 致 性 定理 ”如果 二 阶 命题 集 忆 的 每 个 有 限 子 集 都 有 广义 模型 ， 那 么 并 有 广义 模型 . 
证 明 证 明和 上 面 一 个 定理 的 证 明 相似 . UT 的 每 个 有 限 子 集 都 有 多 类 模型 ， 因 此 我 
们 可 以 使 用 前 一 节 的 紧 致 性 定理 . 国 


可 枚 举 性 定理 ”假设 语言 是 可 数 递归 的 , 那么 在 每 个 广义 结构 中 取 值 为 真 的 二 阶 命 题 的 
哥 德 尔 数 集 是 递归 可 枚 举 的 . 

证 明 句子 o 在 每 个 广义 结构 中 的 取 值 为 真 ， 当 且 仅 当 它 是 工 的 多 类 推论 , 并 且 拭 是 
递归 的 ， 国 


上 面 的 两 个 定理 保证 , 存在 可 接受 的 演绎 算法 使 得 7 可 从 也 推出 当 生 仅 当 7 在 允 的 每 
个 广义 模型 中 的 取 值 都 是 真 的 ( 见 2.4 节 开 头 的 注释 ). 但 是 既然 存在 这 样 一 个 完全 的 演绎 算 
法 ,我 们 就 不 必 研 究 算法 的 细节 了 . 
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下 面 我 们 从 二 阶 语义 的 角度 比较 一 下 这 两 种 方法 : 4.1 节 中 的 形式 (我 们 现在 可 以 称 其 
为 绝对 二 阶 逻 辑 ) 是 混合 产物 , 其 中 人 参量 的 含义 要 根据 结构 来 给 出 , 但 作为 子 集 的 概念 是 确 
定 的 , 不 会 改变 . 本 节 中 的 (广义 二 阶 逻辑 ) 形式 避免 涉及 子 集 的 明确 定义 , 从 而 可 简化 为 一 
阶 逻 辑 . 从 这 个 关系 看 , 这 有 点 像 公理 集合 论 ,在 公理 集合 论 中 我 们 用 到 集合 、 集 合 的 集合 
等 , 但 其 理论 仍然 是 一 阶 理论 . 

通过 扩充 结构 的 类 , 广义 二 阶 逻 辑 中 逻辑 缠 涵 成 立 的 情况 减少 了 . 也 就 是 说 , 如 果 马 的 
每 个 广义 模型 都 是 o 的 广义 模型 , 那么 在 绝对 二 阶 逻 辑 中 避 F o, 但 反之 是 不 成 立 的 . 例如 ， 
取 = 2: 在 所 有 广义 模型 中 取 值 为 真 的 句子 集 是 绝对 二 阶 逻辑 中 恒 真 句 子 的 非 算术 集 的 
递归 可 枚 举 子 集 . 


4.4.3 ”解析 模型 


我 们 可 以 通过 研究 一 个 非常 有 趣 的 例子 来 说 明 本 节 的 思想 ,这 个 例子 是 二 阶 数论 的 广 
义 模型 . 现在 考虑 含有 参量 0,S,<,: 和 E 的 数论 二 阶 语言 ,公理 集 为 Ag 中 添加 皮 亚 诺 归 
纳 假设 ( 例 2, 4.1 节 ) 后 的 集合 42. 从 4.1 节 的 习题 1 中 我 们 能 够 得 出 42 同 构 于 多 . 

但 上 面 提出 的 公理 集 的 广义 模型 是 什么 样 的 ? 我 们 说 它们 和 外 在 两 个 方面 有 区 别 . 我 
们 可 以 用 紧 致 性 定理 来 构造 含有 无 限 个 元 素 ( 非 标准 ) 的 广义 模型 ( 即 , 模型 &% 在 序 <” 下 
总 含有 比 S*0 大 的 元 素 ). 我 们 也 能 找到 ( 非 绝 对 的 ) 广义 模型 ， 它 中 的 集合 论 域 (一 元 关系 
论 域 ) 要 比 个 体 论 域 的 客 集 小 . 确实 , 任意 可 数 的 广义 模型 一 定 属于 这 个 类 . 

习惯 上 ,逻辑 学 家 们 把 二 阶 数论 称 为 解析 . 取 这 个 名 称 是 因为 有 可 能 通过 这 个 方法 用 
自然 数 来 定义 实数 . 在 二 阶 数 论 中 , 可 以 对 自然 数 的 集合 使 用 量词 , 我 们 可 以 把 它 看 作对 实 
数 使 用 量词 . 无 论 这 个 名 称 叫 什么 , 它 的 用 途 是 确定 的 . 通过 解析 模型 , 我 们 能 够 得 到 上 述 
公理 4 的 广义 模型 . 

定义 解析 w 模 型 为 个 体 论 域 是 N, 用 0 和 S 来 解释 真正 的 0 和 S 的 解析 模型 。( 进 
而 ,<,: 和 世 的 解释 也 是 标准 的 . ) 我 们 研究 w 模型 是 为 了 了 解 N 的 适 集 . 但 是 我 们 ( 自 认 
为 ) 已 经 清楚 地 了 解 了 N, 但 对 它 的 容 集 PN 却 知之 其 少 . 例如 , 我 们 不 知道 它 的 基数 是 Ni 
还 是 Na, 还 是 更 大 . 因此 , 我 们 有 必要 了 解 一 下 与 (PN) 有 关 的 结构 . 

在 解析 的 w 模型 中 ， 有 一 种 模型 称 为 绝对 模型 , 它 的 nn 元 关系 论 域 包 含 了 N 上 所 有 的 
n 元 关系 ( 它 的 函数 论 域 包含 所 有 可 能 的 函数 ). 一 个 一 阶 命题 在 任意 一 个 解析 w 模型 中 取 
值 都 为 真 当 且 仅 当 它 在 外 中 取 值 为 真 . 但 w 模型 可 能 和 二 阶 命题 上 的 绝对 模型 不 同 . 

在 下 一 个 定理 中 我 们 将 断言 , 解析 w 模型 完全 由 它 的 集合 论 域 ( 即 , 它 的 一 元 关系 论 域 ) 
所 决定 . 


定理 44B 如 果 义 和 % 是 具有 相同 一 元 关系 论 域 的 解析 w 模型 , 那么 多 = 人 外， 
证 明 假设 R 属 于 义 的 三 元 关系 论 域 , 令 (R) 是 RR 到 一 元 关系 的 “压缩 ”: 
(R) = {(a,b, ol(a, b,c) € R}. 
由 于 编码 序列 函数 是 递归 的 , 因此 可 以 在 数论 中 由 一 阶 公式 yp 来 定义 . 根据 概括 句子 
VX3I3X1 VuX lu oo 3v13v02 v3(p (V1, v2, V3, UL) A Iv1v2v3)]. 
知 , (R) 在 多 的 集合 论 域 中 . 
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这 样 , 通过 同样 的 讨论 可 知 ,(R) 在 外 的 集合 论 域 中 . 根据 概括 句子 
VX1IXI Vy Vv Vos [Xv vv3 ec Bu(p (v1, v2, V3, UU) 人 lw)]. 


知 , 丸 在 外 的 三 元 关系 论 域 中 . 
类 似 的 讨论 可 以 运用 到 函数 论 域 上 . 图 


因此 , 我 们 可 以 通过 集合 论 域 (包含 在 PN 中 ) 来 确定 解析 w 模型 . 但 并 不 是 PN 的 每 
个 子 集 都 是 一 个 解析 w 模型 , 而 只 有 那些 由 概括 句子 满足 的 子 集 才 是 . 


中 模型 的 例子 ”我 们 只 需 指出 集合 论 域 就 行 了 . 

(1) PN 是 绝对 模型 . 

(2) 设 (4; e4) 是 集合 论 常用 公理 的 模型 , 并 且 满 足 (i) 关系 e4 是 论 域 4 上 的 真正 属于 
关系 {(a,b)la € 4,be 4 并且 a e585}, (ii)4 是 传递 的 , 即 , 如 果 a ebe h, 则 ae h. 那么 所 
有 属于 4 的 N 的 子 集 的 并 是 解析 的 w 模型 . 

(3) 对 于 类 A E PN, 定义 DA 为 所 有 这 样 的 B CN 的 类 , 其 中 B 是 由 二 阶 数论 语言 中 
的 一 个 公式 在 w 预备 结构 的 集合 论 域 4 中 定义 的 集合 , 这 个 类 随 着 4 中 的 每 个 集合 参数 的 
变化 而 变化 . 由 序数 上 的 无 限 归纳 法 , 我 们 有 : 


Ao= 弓 ， 
.ao+l =D.Ao, 
A、 到 Uac<sMAa 对 于 极限 入 . 


从 基数 的 角度 考虑 ,这 个 过 程 在 某 个 使 得 Ap+1 = .4p 的 序数 6 处 停止 . 令 Bo 为 这 种 6 
的 最 小 的 一 个 , 由 洛 文海 - 斯 科 伦 定理 ,可 以 证 明 po 是 可 数 序数 . Agp。 等 于 Uu Aa( 关 于 所 
有 序数 a 的 并 )， 称 为 分 歧 解 析 集 . 它 是 一 个 解析 w 模型 ， 从 事实 DAp。F Ap。 可 以 得 到 概 
括 句 子 的 赋值 为 真 . 
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国 1 | A" 4 
和 > 11F:A—B 5 
< 1|fog 5, 180 
今 1 | 疏 5 
起 1 | [z] 6 
EE 1|1A~B 8 
€ 1 | card 4 8 
¢ 1|< 8 
= 1 | No 9 
Ajt 2 | ~ 11 
[1 2 | 一 11 
{z1…… ,Tn} 2 | 和 11 
{zl_ z_} 2 | V 12 
N 2 | 一 14 
ZZ 2 | 17 
CE 2|1F 20 
Pp 2 | 了 20 
U 315 20 
Nn 3 | 上 23 
U 3 | 上 寺 24 
Nn 3 | 了 32 
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AxB 4 |C, 35 
dom R 4 | 贱 38 
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索引 中 的 页 码 为 英文 原 书 的 页 码 ,与 书 中 边栏 的 页 码 一 致 。 


A 


Abbreviations (缩写 ), 1 

Absolute model (绝对 模型 ), 304, 305 

Absolute second-order logic (绝对 二 阶 逻 辑 )， 
303 

Adjoining (添加 ), 2 

Algebraically closed fields (代数 封闭 域 )， 
158~159 

Algebraic numbers (代数 数 ), 10 

Algorithm (算法 ), 61 

Alphabetic variants (字母 变换 式 ), 126~127 

Analysis,models of (解析 , 模型 ),，304~306 

Analysis, nonstandard (分 析 , 非 标 准 ), 见 Non- 
standard analysis 

Arithmetic (算术 ), 见 Number theory 

Arithmetical hierarchy (算术 分 层 ), 242~245 

Arithmetical relations (算术 关系 ), 100, 242 

Arithmetization of syntax (语法 的 算术 化 )， 
224~234 

Asser, Giinter 101 

Atomic formulas (原子 公式 ), 74~75, 83 

Automorphism ( 自 同 构 ), 98~99 

Axiomatizable theory (可 公理 化 理论 ), 156~ 
157 

Axioms, logical (公理 , 逻辑 ), 见 Logical ax- 


ioms 
B 


Berkeley, George, 173 

Biconditional symbol (等 价 符号 ), 14 

Binary connectives (二 元 联结 词 ), 51 

Bolzano-Weierstrass theorem ( 波 尔 查 诺 - 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 ), 181 

Boolean algebra 20 

Boolean functions (布尔 函数 )，45~52 

Bounded quantifiers (有 界 量词 ), 204, 210~211 


Bound variables (约束 变 元 ), 80 
Bridge circuit ( 桥 电 路 ), 57 


C 


Calculus, deductive (计算 , 演绎 ), 见 Deduc- 
tive calculus 

Cantor, Georg, 8 

Cantor's theorem ( 康 托 尔 定理 ), 159, 163 

Capital asterisk operation (大 星 号 运算 ), 223 

Cardinal arithmetic theorem (基数 算术 定理 )， 
9~10 

Cardinality of languages (语言 的 基数 ), 141 

Cardinality of structures (结构 的 基数 )， 
153~154, 157 

Cardinal numbers (基数 ), 8~10 

Carroll, Lewis 162 

Cartesian product (第 卡 儿 积 ), 4 

Categorical sets (范畴 集合 ), 154, 157 

Categoricity in power, (对 某 个 基数 范 暑 ), 157 

Chain ( 链 ), 7 

Chain rule ( 链 式 法 则 ), 180 

Characteristic function (特征 函数 ), 217 

Chinese remainder theorem (中 国 剩余 定理 )， 
91, 279 

Church's theorem (三 奇 定理 ), 145, 164, 238 

Church's thesis ( 丘 奇 论题 )，185, 187, 206~210， 
233~234, 240, 247 

Circuits, switching (电路 , 交换 ), 54~59 

Closed (封闭 的 ), 5, 18, 35, 111 

Compactness theorem ( 紧 致 性 定理 )， 
history of ( 紧 致 性 定理 的 历史 )，145 
in first-order logic (一 阶 逻辑 的 )，109， 
142, 293 
in many-sorted logic (多 类 逻辑 的 )，298 
in second-orderlogic (二 阶 逻 辑 的 )，285， 
303 


in sentential logic (命题 逻辑 的 )，24， 
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59~60 
Completeness theorem (完备 性 定理 ), 66， 
135~145 
Complete sets of connectives (联结 词 的 完备 
集 ) 49 
Complete theory (完备 的 理论 ) 156 
Composition (复合 ), 5, 215~ 216 
Comprehension formulas (概括 公式 ), 284 
Computability approach to in completeness 


(不 完全 性 的 可 计算 性 方法 ), 187, 257~258 


Computable (可 计算 ), 65, 208~209 

Computable functions (可 计算 函数 )，209~ 
210, 250~251, 另 见 Recursive functions 

Computably enumerable(c.e.) (可 计算 枚 举 )， 
238 

Computing agents, idealized (计算 设备 , 理想 
化 的 ), 208, 261~263 

Concatenation function (连接 函数 ), 222~223 

Conditional sentence (条 件 句 ), 21 

Conditional symbol (蕴涵 符号 ), 14 

Congruence relation (全 等 关系 ), 140 

Conjunction symbol ( 合 取 符号 ), 14 

Conjunctive normal form(CNF) ( 合 取 范式 )， 
53 

Connectives (联结 词 ), 见 Sentential connec- 
tives 

Consequences, set of (推论 集 ), 155 

Consequent (推论 ), 113 

Consistent sets (和 谐 集 ), 119, 135 

Constants, generalization on (常数 的 概 化 )， 
123~124 

Constant symbols (常数 符号 ), 70, 79 

Contraposition ( 逆 否 ), 27, 119, 121 

Convergence (收敛 ), 178~180 

Countable language (可 数 语言 ), 135, 145， 
151~153 

Countable sets (可 数 集 ), 6 

CT 十, 13 


D 


D’Alembert, Jean, 173 
Decidable sets (可 判定 集 ), 62~63, 144, 185， 
另 见 Church's thesis 


Decidable theory (可 判定 理论 ), 144, 157, 另 
见 Undecidability 
Decoding function (解码 函数 ), 220 
Deducible formulas (可 演绎 推出 公式 ), 111 
Deductions (演绎 ), 66, 110~112 
Deduction theorem (演绎 定理 ), 118~120 
Deductive calculus (演绎 计算 ), 66, 109 
alphabetic variants (字母 变换 式 )， 
126~127 
equality (相等 ), 127~128 
formal deductions (形式 演绎 ), 110~112 
metatheorems and (元 定理 ), 116~120 
strategy (策略 ), 120~126 
substitution (替换 ), 112~114 
tautologies ( 重 言 式 ), 114~116 
Definability( 可 定义 性 ) 
in a structure (结构 中 的 ), 90~92 
of a class of structures (结构 的 类 的 可 定 
义 性 ), 92~ 94 
Definable element (可 定义 的 元 素 ), 91 
Definable relations (可 定义 的 关系 ), 90~92， 
98, 287 
from points (由 点 可 定义 ), 103 
Defined function symbols (定义 函数 符号 )， 
164~166, 169, 172, 
Definition by recursion (递归 定义 ), 38~44 
Delay of circuit (电路 的 延迟 ), 56 
De Morgan's laws ( 德 : 摩根 律 ), 27, 49 
Dense order (稠密 序 )，159 
Depth of circuit (深度 的 电路 )，56 
Derivability conditions (可 推导 性 条 件 )，267 
Descriptions (描述 ), 见 Defined function sym- 
bols 
Diagonal function (对 角 线 函数 ), 264 
Diagonalization approach to incompleteness 
(不 完备 性 的 对 角 线 法 ), 184, 186~187， 
245~246 
Directed graphs (digraphs) (有 向 图 ), 82, 93 
Disjoint set (不 相交 集合 ), 3 
Disjunction symbol ( 析 取 符号 ), 14 
Disjunctive normal form (DNF) ( 析 取 范式 )， 
49 
Divisibility (整除 ), 218 


Domain (定义 域 ) 
of relation (关系 的 定义 域 ), 4 
of structure (结构 的 定义 域 ), 81 
Dominance ( 受 控 ), 8~9 
Double negation (双重 否定 ), 89 
Dovetailing 64 
Duality (对 侦 性 ), 28 


E 


Effective computability (能 行 可 计算 性 )，65， 
另 刚 Recursive functions 

Effective enumerability (能 行 可 枚 举 性 ), 63~ 
66, 另 见 Recursively enumerable relations 

Effective procedures (能 行 过 程 ), 61~65, 另 见 
Church’s thesis 

Elementarily closed (ECL) (初等 封闭 ), 104 

Elementary class(EC, ECA) (初等 类 ), 92~93 

Elementary equivalence (初等 等 价 ), 97 

Elementary substructure (初等 子 结构 ), 294 

Elementary type (初等 类 型 ), 104 

Eliminable definition (可 消去 定义 ), 172 

Elimination of quantifiers (量词 消去 )， 
190~192 

Entscheidungs problem (Entscheidungs 问题 )， 
164 

Enumerability theorem (可 枚 举 定 理 )，109， 
142~143, 145, 293 
in many-sorted logic (多 类 逻辑 中 的 )，298 
in second-order logic (二 阶 逻 辑 中 的 )， 
286, 303 

Equality (等 号 , 相等 ) 1~2, 127~128 
language of (等 号 的 语言 ), 246, 285 

Equality symbol (等 于 符号 ), 70 

Equinumerous (大 小 相同 ), 8 

Equivalence classes and relations (等 价 类 与 等 
价 关系 ), 6, 189 

Euler, Leonhard ( 欧 拉 ), 5, 173 

Evaluation function, parameter (赋值 函数 参 
量 ), 300 

Eventually periodic set ( 终 周期 集 ), 201 

Excluded middle ( 排 中 律 ), 27 

Exclusive disjunction ( 异 或 ), 51 

Existential formula (31) (存在 公式 ), 102, 205 
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Existential instantiation(rule EI) (存在 实例 
(EI 规则 )), 124~125, 145 

Existential quantifiers (存在 量词 ), 67, 87, 287， 
288 

Exponential growth (指数 增长 ), 26 

Exponentiation, representation of (和 客 冬 的 表 
示 ), 276~281 

Exportation (输出 律 ), 27 

Expressions (表达 式 ), 15~16, 73~74 

Extension (扩充 ), 95 

Extensionality, principle of (扩充 的 原理 ), 2 


F 


Faithful interpretations (忠实 解释 ), 171~172 

Falsity ( 假 ), 20 

Field (of relation) (关系 的 域 ), 4 

Fields 87, 92, 93~94, 285 
real-closed ( 实 封闭 的 域 )，104 
theory of ( 域 的 理论 ), 155~156, 158~159， 
另 见 Algebraically closed fields 

Finite graphs (有 限 图 ), 93 

Finite language (有 限 语言 ), 142 

Finitely axiomatizable theories (有 限 可 公理 化 
理论 ), 156 

Finitely valid (有 限 恒 真 ), 147 

Finite model property (有 限 模型 性 质 )，163 

Finite models (有 限 模型 ) 147~151 

Finite sequence (string) (有 限 序列 ( 串 )), 4 

Finite set (有 限 集合 ), 6 

First-order language (一 阶 语言 ), 67~72, 167 
examples of (例子 ), 70~73 
formulas (公式 ), 73~76 
free variables (自由 变量 ), 76~77 
notation ( 记 法 ), 77~79 

First-order logic (一 阶 逻 辑 ) 
completeness theorem (完备 性 定理 )， 
135~145 
deductive calculus (演绎 计算 ), 109~129 
interpretations between theories (理论 间 
的 解释 ), 164~172 
language of (一 阶 逻 辑 的 语言 ), 69~79 
models of theories (理论 的 模型 ), 147~ 
162 
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parsing algorithm (解析 算法 ), 105~108 
soundness theorem (可 靠 性 定理 ), 131~ 
135 
translation methods (翻译 方法 ), 68~69 
truth and models ( 真 值 与 模型 ), 80~99 
Fischer, Michael 201 
Fixed-point lemma (不 动 点 引 理 ), 234~235 
Formal languages (形式 语言 ), 11~13 
computer (计算 机 ), 13 
features in (特征 ), 11~13 
sentential logic and (命题 逻辑 )，13~.19 
Eormula-building operations (构造 公式 的 运 
算 ), 17, 75 
Eormulas (公式 ) 
atomic (原子 ), 74~75, 83 
comprehension (概括 公式 ), 284 
generalization of (公式 的 概 化 ), 116 
satisfaction of (公式 的 满足 ), 83~86 
unique readability of (公式 的 唯一 可 读 
性 ), 40~41, 108 
well-formed (wffs) (合式 公式 ), 12, 17~18， 
75 
Freely generated sets (自由 生成 的 集合 )， 
39~40, 另 见 Unique readability theorem 
Free variables (自由 变量 ), 76~77 
Frege, Gottlob 152 
Function comprehension formulas (函数 概括 
公式 ), 284 
Functions (函数 ), 5 
defining (定义 ), 164~166 
recursive (递归 ), 247~263 
representable (可 表示 ), 212~217 
Skolem (斯 科 伦 )， 145，287~290 
Function symbols (函数 符号 ), 70, 79, 128 
Function universe (函数 论 域 ), 302 
Function variables (函数 变 元 )，282 


G 


Generalization ( 概 化 ) 
on constants (常数 ), 123~124 
of formulas (公式 ), 112 
Generalization theorem ( 概 化 定理 ), 117~118 


General pre-structure (广义 预备 结构 ), 301 
General second-order logic (广义 二 阶 逻 辑 )， 
303 
General structures (广义 结构 ), 299~306 
Generated sets (生成 的 集合 ), 37 
freely (自由 ), 39 
G6del, Kurt ( 哥 德 尔 ), 145, 152 
B-function ( 函数), 278~279, 281 
completeness theorem (完备 性 定理 )， 
135~145 
incompleteness theorem (不 完全 性 定理 )， 
145, 236, 256, 257~258 
numbers ( 数 ), 91, 184, 225~234, 286 
second incompleteness theorem (第 二 不 
完全 性 定理 ), 266~270, 274~275 
Goldbach's conjecture ( 哥 德 巴 赫 猜 想 )，263 
Graphs (图 ), 92 
connected (连通 图 ), 146 
directed (有 向 图 ), 82, 93 
finite (有 限 图 ), 93 
of function (函数 的 图 )，209 
Groups( 群 ),，38,，92 


H 


Halting problem, unsolvability of (停机 问题 的 
不 可 解 性 ), 254 
Henkin, Leon 145 
Herbrand expansions (Herbrand 扩展 )， 
290~ 294 
Herbrand, Jacques 293 
Herbrand's theorem (Herbrand 定理 ), 293 
Herbrand universe (Herbrand 域 ), 291 
Hilbert, David, 152 
Homomorphisms ( 同 态 ), 94~99 
Homomorphism theorem ( 同 态 定 理 ), 96~97 
Hyperreal numbers (超越 数 ), 见 Nonstandard 
analysis 
Hypothesis (猜想 ), 23, 67, 109, 213 


I 


Identity function ( 恒 等 消 数 ), 5 
Identity interpretation ( 恒 等 解 释 ), 168 
IE, use of ( 当 且 仅 当 的 用 法 ), 1 


Implicant ( 列 涵 元 )，59 

Implicitly definable relations (蕴涵 可 定义 关 
系 ), 287 

Incompleteness theorem(Gadel) (( 哥 德尔 ) 不 
完全 性 定理 )， 
first (第 一 )， 145, 236, 256, 257~258 
second (第 二 ), 266~270, 274~275 

undecidability and (不 可 判定 性 ), 234~ 

245 


Inconsistent sets (不 和 谐 集 ), 119, 见 Consistent 


sets 

Independent axiomatizations (独立 公理 化 )， 
28 

Index (指标 ) 
of recursively enumerable set (递归 可 枚 
举 集 的 ), 255 
of recursive partial function (递归 部 分 函 
数 的 ), 253 

Individual variables (个 体 变 元 ), 282~283 

Induction (归纳 ), 30, 34~38 
principle (原理 ), 18~19, 37, 44, 111~112 

Inductive sets (归纳 集 ), 35 

Induction axiom 归纳 公理 , 见 Peano induc- 
tion Postulate 

Infinitely close (无 限 趋 近 )，177 

Infinitesimal (无 穷 小 量 )，176 

Initial segment (初始 段 ), 4 

Input/output format (输入 /输出 格式 )，62， 
209 

Instances (实例 ), 291 

Integers (整数 ), 2 

Interpolation theorem (插值 定理 ), 53 

Interpretations (解释 )，80 

between theories (理论 之 间 的 解释 ), 164~172， 
273 

Intersection (交集 ), 3 

Isomorphic embedding ( 同 构 嵌 入 )，94 

Isomorphic structures ( 同 构 结 构 ), 94 

Isomorphism ( 同 构 ), 94 


K 


Kleene normal form (Kleene 范式 ), 249~250,， 
252~254, 257 
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Kleene's theorem (Kleene 定理 ), 64, 239 
L 
Lagrange's theorem ( 拉 格 明日 定理 )，166 


Languages (语言 ) 


many-sorted (多 类 ), 299~301 


of equality (等 号 的 )，285， 另 而 First-order， 


languages, Formal languages, Second-order 
logic 

Least-zero operator (最 小 零 运算 等 )，216， 
220~221 

Leibniz, G. W. v. ( 莱 布 尼 兹 ), 173 

Length (长 度 ), 221 

Lindenbaum's theorem (Lindenbaum 定理 )， 
246 

Linear connectives (线性 联结 词 ), 52 

Linear transformations (线性 转换 ), 99 

Literal (文字 ), 59 

L6b’s theorem (L6b 定理 ), 269 

Logical axioms (逻辑 公理 )，110, 112, 125 
recursiveness of (递归 ), 232 
validity of ( 恒 真 性 ), 131~134 

Logical implication (人 逻辑 蕴涵 ), 88~99 

Logically equivalence (逻辑 等 价 )，88 

Logical symbols (逻辑 符号 )，14, 69~70 

L$-Vaught test (洛斯 - 瓦特 测试 ), 157~160， 
190 

L6wenheim, Leopold ( 洛 文海 ), 151 

L6wenheim-Skolem theorem ( 洛 文海 - 斯 科 伦 定 
理 ), 103, 151~155, 190 
in many-sorted logic (多 类 逻辑 中 ), 299 
in second-order logic (二 阶 逻 辑 中 )，285， 
302~303 

LST theorem (LST 定理 ), 154 

Lukasiewicz, Jan, 33, 男 见 Polish notation 


M 


Majority connective (多 数 决 定 联结 词 ), 45 

Maltev, Anatolii( 马 尔 来 夫 )，145 

Many-one reducibility (多 一 可 归 约 性 ), 256 

Many-sorted logic (多 类 逻辑 ), 295~299 
application to second-order logic (在 二 阶 
浴 辑 中 的 应 用 ), 299~301 
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Many-valued logic (多 值 逻 辑 )，20 
Map (映射 ), 5 
Map coloring (地 图 着 色 ), 65, 146 
Membership predicate (属于 谓词 ), 299~300 
Meta-language (元 语言 ), 89, 129 
Metamathematics, use of term (元 数学 术语 的 
使 用 ), 69 
Metatheorems (元 定理 ), 116~120 
Models, (模型 ) 80~99 
of analysis (解析 )}, 304~306 
of theories (理论 的 模型 ), 147~162 
Modus ponens ( 假 言 推理 ), 66, 110~111, 116 
Monotone connectives (单调 联结 词 )，54 
Monotone recursion (单调 递归 )，224 
Ar-operator (4 运算 符 ), 216, 220~221 


N 


Nand (与 非 ), 51 

Natural numbers (自然 数 ), 2 另 见 Number 
theory 

Negation symbol (否定 符号 ) 14, 17 

Newton, Isaac (牛顿 ), 173 

Nonlogical symbols ( 非 逻 辑 符号 )，14 

Nonprime formulas ( 非 基 本 公式 )，114 

Nonstandard analysis ( 非 标准 分 析 ), 173~181 
algebraic properties (代数 性 质 ), 176~178 
construction of hyperreals (超越 数 的 构 
造 ), 173~176 
convergence in (收敛 于 ), 178~180 

Nonstandard models ( 非 标 准 模 型 ), 152~153， 
183, 304 

Normal form theorem (范式 定理 ) 
for recursive functions (递归 函数 的 ), 252~ 
253 
Skolem (斯 科 伦 ), 288~289 

Notation (符号 ), 77~79 

NP 26, 101 

Number theory (数论 ), 182 
language of (语言 ), 70, 72, 182 
with addition (含有 加 法 运算 的 )， 
196~197, 280 
with exponentiation (含有 和 毛 运 算 的 )， 
202~205, 280 


with multiplication (含有 乘法 运算 的 )， 
276~281 


with ordering (含有 序 关 系 的 )，193~196,， 
280 
with successor (含有 后 继 函 数 的 )，187~ 
193, 280 

Numerals (数字 ), 183~184, 209 

Numeralwise determined formulas (数字 确定 
公式 ), 206, 210~212 


O 


Object language (对 象 语 言 ), 89 

Occur free (自由 出 现 ), 76~77 

w-completeness (w 完全 性 ), 223 

w-consistency (w 和 谐 ), 241, 245 

w-models of analysis (解析 的 w 模型 )， 
304~306 

One-sorted logic (一 类 迎 辑 ), 296~299 

One-to-one functions (一 对 一 函数 ), 5 

Onto (到 上 的 ), 5 

Operating system (操作 系统 )，253 

Operations (运算 ), 5 

Ordered n-tuples (有 序 n 元 组 ) 3~4 

Ordered pairs (有 序 对 ), 3, 4 

Ordering relations ( 序 关 系 ), 6, 93, 159, 284 


P 


Pairing function (配对 函数 ), 220, 277~278 
Pairwise disjoint set (两 两 不 交集 ), 3 
Parameters (参数 ), 14, 70 
Parameter theorem (参数 定理 ), 258~260, 264 
Parentheses, use of (括号 的 使 用 ), 33, 78 
Parity connective (奇偶 联结 词 )，53 
Parsing algorithm (解析 算法 ) 
in first-order logic (一 阶 逻辑 的 )，105~108 
in sentential logic (命题 逻辑 的 ), 29~33 
Parsing formulas (解析 公式 ), 29~33, 107~108 
Parsing terms (解析 项 )，106~107 
Partial functions (部 分 函数 )，250 
Partial recursive functions (部 分 递归 函数 ), 见 
Recursive functions partial 
Partition (划分 ), 6 
Peano arithmetic(PA) ( 皮 亚 诺 算术 ), 269~270 
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Peano induction postulate ( 皮 亚 诺 归纳 假设 )， 
193, 284, 286~287 

Periodic set (周期 集 ), 201 

Permutation (置换 ), 100 

Polish notation (波兰 记 法 ), 32~33, 74 

Polynomial-time decidable (多 项 式 时 间 可 判 
定 ), 26, 115 

Post, Emil (波斯 特 ), 47, 152, 261 

Power set ( 知 集 ), 2~3 

Predicate calculus (谓词 演算 ), 见 First-order 
logic 

Predicate symbols (谓词 符号 ), 70, 79, 128 

Predicate variables (谓词 变 元 ), 282 

Prenex formulas (前 束 式 ), 160 

Prenex normal form (前 束 范式 ), 160~161 

Presburger's theorem (Presburger 定理 )， 
197~198 

Prime formulas (基本 公式 ), 114~115 

Prime implicants (基本 蕴涵 元 ), 59 

Prime numbers (素数 ), 91, 184, 218~219 

Primitive recursion (原始 递归 ), 221~222, 227 

Principia Mathematica( Whitehead and Rus- 
sell) (数学 原理 ), 152 

Proof, nature of (证 明 ), 109, 另 见 Deductive 
calculus 

Propositional logic (命题 逻辑 ), 14 

Proposition symbol (命题 符号 ), 14~15 
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Quantifier capture (量词 捕获 ), 113 
Quantifiers (量词 ), 70 
bounded (约束 ), 204, 210~211 
elimination of (消去 ), 190~192 
existential (存在 量词 ), 287, 288 
Quantifier symbol, universal (全 称 量词 符号 )， 
80 


Quotient structure ( 商 结构 ), 140 
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Rabin, Michael 201 

Ramified analytical sets (分 歧 解 析 集 )，306 
Range (of relation) (关系 的 ) 值 域 , 4 
Reasonable language (合理 的 语言 ), 142~144， 


另 见 Recursively numbered language 

Recursion (递归 ), 32, 38~44 
monotone (单调 ), 224 
primitive (原始 ), 221~222, 227 

Recursion theorem (递归 定理 ), 39~40, 41~42 

Recursive functions (递归 函数 ), 247~250 
normal form (范式 ), 248~250 

、partial (部 分 ), 250~258, 262 

reduction of decision problems (判定 问题 的 归 
约 ), 258~260 

register machines ( 带 寄存 的 计算 器 ), 261~263 

Recursively axiomatizable theories (可 递归 公 
理化 理论 ), 233, 240 

Recursively enumerable (r.e.)relations (递归 可 
枚 举 关系 ), 233, 238~241 

Recursively inseparable sets (递归 不 可 分 集 )， 
245 

Recursively numbered language (递归 编号 的 
语言 ), 225 

Recursive relations (递归 关系 ), 207~210, 232， 
男 见 Recursively enumerable relations 

Reductio ad absurdum {( 归 详 法 ), 119, 121 

Reducts of number theory (数论 的 归 约 模型 )， 
182~183, 193~202 

Reflexive relations ( 自 反 关系 ), 5 

Relation comprehension formulas (关系 概括 
公式 ), 284 

Relations (关系 ), 4~6 

Relation universe (关系 论 域 ), 301 

Relay circuits (延迟 电路 )，57 

Representable functions (可 表示 函数 )， 
212~217 

Representable relations (可 表示 关系 )， 
205~206 
and numeralwise determined formulas (和 
数字 确定 公式 ), 206, 210~212 
weakly ( 弱 ), 241~242 

Re-replacement lemma (再 替换 引 理 )，130 

Restriction (限制 ), 5, 221 

Rice’'s theorem (Rice 定理 ), 260 

Rigid structure (固化 结构 ), 98 

Robinson, Abraham, 173 

Root of tree ( 树 的 根 ), 7 
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Rule EI (规则 EI), 124~125, 145 
Rules of inference (推理 规则 ), 110 
Rule 工 (规则 T), 118 
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Satisfaction of formulas (公式 的 满足 )，23， 
83~86 
Satisfiable sets (可 满足 集 ), 59~60, 134 
Schema (模式 ) 286 
Schroder-Bernstein theorerm (Schroder-Berns- 
tein 定理 ), 9 
Second-order logic (二 阶 逻辑 ) 
absolute (绝对 ), 303 
and many-sorted logic (多 类 逻辑 )， 
295~299 
general structures (广义 结构 ), 299~306 
language of (二 阶 逻 辑 语 言 )，282~286 
Skolem functions (斯 科 伦 函 数 )，145, 287~290 
Segments of sequences (序列 的 子 段 ), 4 
initial (初始 段 ), 4 
terminal ( 终 段 ), 105~106 
Self-reference ( 自 代 入 法 ), 234~235, 315 
approach to incompleteness (不 完全 性 的 
自 代 入 法 ), 184~186 
Semantics and syntax (语义 和 语法 ), 125 
Semidecidable set ( 半 可 判定 集 ), 63 
Sentences (句子 , 命题 ), 77, 79 
Sentence symbols (命题 符号 ), 14, 115 
Sentential connectives (命题 联结 词 ), 14， 
45~54 
binary (二 元 ), 51 
ternary (三 元 ), 51~52 
unary (一 元 ), 51 
0-ary (0 元 ), 50 
Sentential logic (命题 九 辑 ) 
compactness ( 紧 致 性 ), 24, 59~60 
connectives (联结 词 ), 45~52 
language of (语言 ), 13~19 
parsing algorithm (解析 算法 ), 29~33 
tautologies ( 重 言 式 ), 23 
truth assignments ( 真 值 指派 ), 20~27 
Sequence encoding and decoding (编码 序列 和 


解码 序列 ), 220, 277, 281 
Sequence number (数字 序列 ), 221 
Sequences, finite (有 限 序列 ), 4 
Sets (集合 ) 
concept (概念 ), 1~2 
countable (可 数 集 合 ), 6 
disjoint (不 相交 集合 ), 3 
empty versus nonempty ( 空 与 非 空 ), 2 
finite (有 限 集合 ), 6 
intersection of (集合 的 交 ), 3 
ordered (有 序 集合 ), 93 
pairwise disjoint (两 两 不 相交 ), 3 
power ( 宪 ), 2~3 
union of (集合 的 并 ), 3 
Set theory (ST) (集合 论 ) 152, 157, 161~162, 
240~241, 270~275 
Gadel incompleteness theorems for ( 哥 德 
尔 不 完全 性 定理 ), 274~275 
language of (语言 ), 70, 71 
Sheffer stroke (Sheffer 竖 ), 51 
Shepherdson, John C., 261 
Shepherdson-Sturgis machines (Shepherdson- 
Sturgis 计算 机 ), 261~263 
Simplification of formulas (公式 简化 ), 59 
Single-valued relations ( 单 值 关 系 ), 5 
Skolem, Thoralf (斯 科 伦 ), 145, 151, 293 
functions (函数 ), 145, 287~290 
LOwenheim-Skolem theorem ( 洛 文海 - 斯 
科 伦 定理 ), 151~155 - 
normal form (范式 ), 288~289 
paradox ( 悖 论 )，152 
S-m-n theorem (S-m-n 定理 ), 见 Parameter 
theorem 
Soundness theorem (可 靠 性 定理 ), 66, 131 
Spectrum (谱系 ), 101, 150, 285 
Standard part (标准 部 分 ), 178 
Steinitz’s theorem (Steinitz 定理 ), 158~159 
Strategy for deductions (演绎 策略 ), 120~126 
String ( 串 ), 4 
Strong undecidability ( 强 不 可 判定 性 )，237， 
272~273 
Structures (结构 ), 80~81 
cardinality of (结构 的 基数 ), 153~154 
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definability in (结构 中 的 可 定义 性 )， 
90~92 
definability of a class of (结构 的 类 的 可 定 
义 性 ), 92~94 
general (广义 结构 ),，299~306 
Sturgis, H. E., 261 
Subsets ( 子 集 ), 2 
Substitutability (可 替换 性 ), 113 
Substitution (替换 ), 28, 112~114 
and alphabetic variants (与 字母 变换 式 )， 
126 
lemma ( 引 理 ), 133~134 
of terms (项 的 替换 ), 112, 129 
representability of (替换 的 可 表示 性 )，228 
Substructures ( 子 结构 ), 95~96, 294 
Sufficiently strong theory (充分 强 理论 ), 246， 
267 
Switching circuits (交换 电 有 路), 54~59 
Symbols (符号 ) 
logical (人 逻辑 符号 ), 14, 69~70 
nonlogical ( 非 逻辑 符号 ), 14 
parameter (参数 符号 ), 71 
sentential connective (命题 联结 词 )14， 
45~ 54 
Symmetric relations (对 称 关 系 ), 5 
Syntactical translation (语法 翻译 ), 169~172 
Syntax, arithmetization of (语法 , 算术 化 )， 
224~ 234 
Syntax and semantics (语法 和 语义 )，125 
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Tarski, Alfred( 塔 斯 基 ), 152, 154, 159, 286 
undefinability theorem (不 可 定义 定理 )， 
236, 240 

Tautological equivalence ( 重 言 等 价 )，24 

Tautological implication ( 重 言 蕴涵 ), 23 

Tautologies ( 重 言 式 ), 23 
in first-order languages (一 阶 语言 中 的 )， 
114~116 
representability of ( 重 言 式 的 可 表示 性 )， 
230~231 
selected list of (典型 的 重 言 式 ), 26~27 

Term-building operations (项 构建 运算 ), 74 


Terminal segment ( 终 段 ), 105~106 
Terms (项 ), 74, 79 
parsing (解析 ), 106~107 
representing (表示 ), 226~227 
unique readability of (唯一 可 解释 性 )，107 
Ternary connectives (三 元 联结 词 ), 51~52 
Theorem, concept of (定理 的 概念 )，110~111， 
117 
Theories (理论 ), 155~160 
axiomatizable (可 公理 化 ), 156 
finitely axiomatizable (有 限 可 公理 化 )， 
156 
interpretations between (理论 间 的 解释 )， 
164~172 
models of (理论 的 模型 ), 147~162 
of structures (结构 理论 ), 148, 152, 155 
Total function (全 函数 ), 250 
全 -predicate (T 谓词 ), 249 
Trakhtenbrot’s theorem (Trakhtenbrot 定理 )， 
151 
Transitive relations (传递 关系 ), 5 
Trees ( 树 ), 7 
of deduction (演绎 ), 116~117 
of well-formed formulas (合式 公式 的 )，17， 
22, 75 
Trichotomy (三 分 律 ), 6, 93, 159, 194 
Truth ( 真 值 ), 20 
undefinability of ( 真 值 的 不 可 定义 性 )， 
236, 240 
Truth and models, in first-order logic ( 真 值 和 
模型 , 一 阶 逻 辑 中 ), 80~99 
Truth assignments ( 真 值 指派 ), 20~27 
Truth tables ( 真 值 表 ), 24~26 
Truth values ( 真 值 ), 20 
Turing, Alan (图 灵 ), 208, 261 
Turing machine (图 灵机 ), 208 
Two-valued logic (二 值 逻 辑 ), 20 
Tychonoff's theorem ( 吉 洪 诺 夫 定 理 ), 24 
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Ultraproducts ( 超 积 ), 142 
Unary connectives (一 元 联结 词 ), 51 
Uncountable languages (不 可 数 语言 )，141， 
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153~154 
Undecidability (不 可 判定 性 ) 
incompleteness and (不 完全 性 和 不 可 判 
定性 ), 234~235 
of number theory (数论 的 不 可 判定 性 )， 
182~187 
of set theory (集合 论 的 不 可 判定 性 ), 272 
strong ( 强 不 可 判定 性 ), 237, 272~273 
Undefinability theorem (不 可 定义 定理 ) 
Tarski ( 塔 斯 基 ), 236, 240 
Union (并 集 ), 3 
Unique existential quantifier (唯一 存在 量词 )， 
102, 165 
Uinque readability theorem (唯一 可 解释 性 
定理 ) 
for formulas (公式 的 ), 108 
for terms (项 的 ), 107 
in sentential logic (命题 逻辑 中 的 ), 40~41 
Universal formulas (V1) (全 称 公 式 ), 102 
Universal quantifier symbol (全 称 量词 符号 )， 
68, 70, 80 
Universe of structures (结构 的 论 域 ),， 81 
Unsolvability of halting problem (停机 问题 的 
不 可 解 性 ) 254 
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Valid formula ( 恒 真 公式 ), 88~89 


in second-order logic (二 阶 逻 辑 中 的 )，286 
Variables ( 变 元 , 变量 ), 70, 79 

bound (约束 变 元 ), 80 

free (自由 变量 ), 76~77 

function (函数 变 元 ), 282 

individual (个 体 ), 282~283 

predicate (谓词 ), 282 
Vaught’s test (瓦特 测试 ), 见 L8-Vaught test 
Vector spaces (向 量 空间 ), 92,， 99 
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Weakly representability ( 弱 可 表示 性 )， 
241~242 

Well-defined function (明确 定义 函数 ), 165 

Well-formed formulas (wffs) (合式 公式 )，12， 
17~18, 75 

Well-ordering ( 良 序 ), 283 
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Z-chains (2Z 链 ), 189~190, 197 

Zermelo-Fraenkel set theory ( 策 梅 洛 - 弗 
兰 克 尔 集合 论 )，157, 270 

0-ary connectives (0 元 联结 词 ), 50 

0-place function symbols (0 元 函数 符号 ), 70 

Zorn's lemma ( 佐 恩 引 理 ), 7, 60, 141 


